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INTRODUGTIO. 



«^^i^l^»^^'^!!^^'^»^ 



1. 

V^uantitas ab alia vel aliis, quocunque sit modo, 4^pendens eaiwiiL 
functio dicitur, hae ipsae autan optime elemeuta (^) functiQnis vel aecunr 
dum usum astronomorum argumenta nominantur. Modus iUe naturam (') 
functionis determinat, unde haec praesertim nascuntur discrimina: 

1) Modus ille operationibus analyticis sive arithmeticis vel espnmi 
potest Tel non potest, e. g* vf^ numerus primus per ipsum n pkuM 
determinatus est, operationibus tamen arithmethieis ex ipso n 4eduei 
necpiit. Quas autem aritiimeticae ope exprimere licet functiones, ibr* 
tasse conTenit sensu speciali arithmeticas seu analyticas appellare. 

2) Prout natura functionis yel aliunde definita yel non definita est, 
functio yel determinata yel arbitraria dicitur(^); 



(^) Hoc nomine usi sunt GU. Gavss et Crelle; Tid« Comment* soc. Reg. Gotting* 
reoent. VoL II. Disquisitiones g^erales circa seriem infinitam etc. auctore G. F. Gavss, 
et LACaAWGB TVerke deutsch herausgrgeben von A^ L. Gaelle I. Bd. pag. 3. 

(^) Natura fuuctionis interdum etiam simpViciter functio appellatur, ubi igitur functio 
relationem quantitatum significat, vid. No. 3. huius articuli. 

(^) Occumint eiusmodi functioncs e. g. dum integrale aequationis quolientes diffieren- 
tlales partiales involventis quaeritur. Lagrange th^orie des fonctions L Partie No.88. 
seq. , Lepon XX du calcul des fonctions, Mdmoires de Berlin ann^e 1797. Mateb h^ 
here Analysis \^tes Capitel. Lacroix trait^ du calcul difiB^rentiel et du calcul intdgral 
Vol. U. No. 728. seqq. 
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3) Valor functionis mutari potest (*), dum elementorum unum vel 
plura yariant, quae ipsa absolute variabiles seu independentes , Talores 
functionis autem hac mutatione oriundi relative variabiles seu dependen^ 
tes quantitates (^) nuncupantur; mutationes denique elementorum incre- 
nienta dici solent. 

Relatione, quae inter mutationes independentium et dependentis lo- 
cum habet, grayissimum nititur discrimen inter functiones continuas et 
discontinuas. Yidelicet quantitatum quaelibet series vel complexus con- 
tinuum exhibet, sive legi cpntinrtitatis satisfacit, ubi nuUa tam exigua 
quantitas excogitari potest, qua non minor existat difierentia inter binas 
consecutivas illarum quantitatum. Itaque si hoc de cuiusdam dependen- 
tis in functionc data vTiloribus asserere licet, haec functio erit continua 
respectu illius dependenlis habito. Quare cum in analysi functionis con- 
tinuae notio ita usurpetur, ut functio respectu omnium yariahilium con- 
tinua intelligatur (nam cum functio mutuam relationem inter plures va- 
riabiles constituat, quaehbet YariabiHs tanquam a reHquis dependens spe- 
ctari potest), functio continua erit ea, quae quolibet cuiusque va- 
riabilis dato valore aliuni proxime sequentem eiusdem ^Dariabilis praebel 
ita comparatuniy ut dijfcrentia inter ambos hosce valores absolute minor sit 
qualibet quantiiate data(^); discontinua e contrario erit functio, si vel 



(^) Dictum est: mutari potesti ziam ex altera quidem parte absurdum esset accipere, 
«quantitatem aliquam ab alia dependere, simulque statuere, hanc ex illius, quaecunque con- 
cipiatur, mutatione nullam plane mutationem nancisci; ex altera parte autem facile in- 
telligitur, casus exceptionis speciales existere posse, yidelicet 1) si pro pluribus singulari- 
bus elementorum valoribus functio eundem accipit yalorem, e.g. j^ ss sin xw^ ubi pro quo- 
libet yalore ipsius x integro fit / s±:o ; 2) si functio plura inyolyit elementa, pro singu- 
laribus yariationum yaloribus fieri^ potest, ut mutatio, quam yalor functionis recipit ya- 
riatione elementi alius, alius yariatione destruatur; e. g. si z =: :r -f-^*, et .r augetur, /yero 
minuitur quantitate a. 

(*) Cel. Dirksen analytische Darstellungder yariations-Rechnung^i, 
(^) In faac definitione yariabiles praecipue tanquam dependentes singulae spectandae 
sunt; nam eae, quae pro independentibus babentur, semper legi continuitatis satis£aiciunt, 
quippe quibus ob eam ipsam rationem, quod independentes sunt, omnes omnino yalores 
et reales (inde a — oo usque ad -t« oo ) et imaginarii tribui possint 
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unum tantummodo valorem alicuius variabHis Jiniium producit^ cui inveniri 
non potest respondens legi indicalae satisfaciens. 

£x hac definitione plura adhuc deduci possunt, quibus functiones 
continuae et discontinuae difTerunt. Nam ut functionem continuam di- 
cere liceat, e lege continuitatis indicata sequitur, opus esse, ut de omni- 
bus difierentiis inter binos dependentis yalores iudicari possit, id quod 
generaliter fieri nequit^ nisi lex, qua pendet in proposita functione re- 
latiye yariabilis ab absolutis^ analytice exprimi potest, sive nisi functio 
est analytica; functionem autem discontinuam esse, statim perspicimus, 
etsi minus illam cognitam habemus, dum scimus, in valoribus imius 
cuiusdam Tariabilis saltum, ut ita dicam, adesse(^). 

Haec autem Tariabilis, quam ponamus = f^, certo tunc pro de- 
pendenti habenda est, quia si independentibus adnumeratur, omnes ei ya- 
lores, itaque etiam eos, qui intra interyallum /, quod saltus ille comple- 
ctitur, siti sunt, tribuere licet. Hoc autem casu cum necessario alia Ta- 
riabilis, quam ponamus = y^ pro dependenti assumenda sit, patet, per 
mutationem ipsius y intra interyallum / dependentem f^' mutationem 
nullam recipere, quia casu inverso (vel ipsis P^ et V^ permutatis) ex 
hypothesi valores quidam ipsius /^' inmiediate vicini vel proximi pro 

(*) Sunt quaedam functiones continuae, in quibus saltus etiam tales adesse yidentur, 
quippe in quibus yalor dependentis in infinitum abeat, dum elemenu finita manent; 
uti: y^tgjc pro a: sb ^ir. Yerum enim yero quum bi yalores non subito a finito ad 
infinitum saliant, aed sensim sensimque eo increscant et inde decrescant, saltus reyera 
non adsunt Ceterum si independentis Talore, qui reddit dependentem finitam, superato, 
«Ignum dependentis mutatur, iralor iste duplici signo ± affectus erit; quum semper tan- 
quam ex divisore, qui pro bocce independentis yalore aequalis fit nibilo, ortus spectari possit, 
nihilum autem non mutetur, utro signo afficiatur. Deinde etiam functiones quaedam dis- 
continuae existunt) quibus lex continuitatis competere yideri possit; yidelicet eae, quae 
ex partibus quibusdam fimctionum continuarum compositae sunt: e*^. fsssa + i3x ab 
^ Bs o usque ad ^ a a, deinde /ssa-f-/3(a — o?) ab a: = a usque ad o? as; 2a, 
yasa + dx ab ^=s2a usque ad o: ss 3^, et sic porro altematiye. Hinc yero patet, 
eiusmodi ipsius y yalorum seriem improprle tanquam ex una ipslus arfunctlone ortam 



•^- 



ax 



spectari, cum e pluribus coUigatur. Denique expressiones quaedam uti x^^ 

£Bdsam functionis ipsius x speciem prae se ferunt, rerera enim ab ipsa x pbme non 

pendent. 
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ipsa V valores producerent intervallo / inter se diiFerentes. Hinc ergo 
sequitur, functionem quandam non minus discontinuam esse, si pro in^ 
tervallis quibusdam valorum independentium eundem semper dependen- 
tis valorem producat(^), et hanc functionum discontinuarum notionem 
cum illa, si in valoribus unius cuiusdam variabilis saltus invenitur, cor- 
relata esse. 

Quae cum ita sint, cumque functiones analyticae pro quolibet in- 
dependentium valore, valorem dependentis vel realem vel imaginarium 
et generaliter loquendo, a reliquis diversum gignant, sive cum calculi 
difTerentialis ope directe demonstrari possit, omnes functiones analyticas 
etiam continuas esse (^), sine dubio asserere licet, nuUam functionem 
discontinuam totam analytice (id est ita, ut nuUa adiecta conditione spe- 
ciali operationes arithmeticae indicatae valores functionis discontinaae 
omnes producant) exhiberi posse(^). 

Denique notari convenit, conjinuitatis legem supra expositam ad 
functiones natura sua variantes applicari posse; et ut variationes natu.- 
rae functionis huic legi satisfaciant, essentialis est conditio, cui calculus 
variationum innititur (*). 

(^) Functio e. g. probabilitatis errorum x^ quibus obserTationum genus quoddam est 
obnoxium, discontinua est^ cum extra errorum possibilium limitcs semper yalorem »0 
assumere debeat; functio autem er*' ^ designante e basin logaritbmorum naturalium, in 
praxi pro illa recepta non nisi proxime buic conditioni satisfacit. 

(') E tbeoremate ill. Lagrange circa errorem vel residuum, si series Tajloriana in 
terminis ordinis cuiusdam abrumpitur, (Tbeorie des fonctions I. No. 40 et 78.) facillime per- 
spici potest, omnem functionem analyticam conthiuam esse, quia incrementa independen- 
tium semper statnere licet ita, ut ambo dependentis Talores legi continuitatts salisfaciant 

(^) Quamquam Cl. Fourier (trait^ analjtique sur la cbaleur art 229 aliisque) functiones 
discontinuas et arbitrarias per eyolutiones secundunvt cosinus ^^ sinus multiplorum an* 
guli cuiusdam progredientes exbiberi posse credit; id quod iam ea de causa erroneum est, 
quod talis eyolutio semper functionem periodicam (conf . no. 4. huius art.) gignit. CLPoisson 
(loumal deVdcole polytecbnique, cahier 13. pag.4l7. et cabier 19. pag.145.) banc evolveadi 
metbodum ad exbibendas singulas functionis cuiuslibet yA arbitrariae et disoontinuae 
partcs inseryire posse asserit, cui manifesto nil obsta(t Infra cap.U. paucis kaec metho- 
dus exposita erit. 

(^) Con£ CL Dirksen loco ciuto. 
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4) Functiones sunt Tel periodicae yel non periodicaey quas excurrentes 
nominare licebit. In illis dependentis yalores iidem in eodem ordine re- 
deunt post certum interyallum sive dum certis quibusdam quantitatibus 
independentes crescunt, excurrentes autem functiones vel diversos yel eos- 
dem quidem dependentis yalores sed hos non semper in eodem ordine pro- 
ducunt. Trigonometricae e. g. functiones periodicae sunt, excurrentes au- 
tem logarithmicae, aequationes pro sectionibus conicis/=V/7X + (e* — i)x'> 
designante ^ parametrum et 6 excentricitatem, etc. Functio V//x + (e* — i) x* 
eosdem quidem ipsius jr yalores quoad quantitatem absolutam pluries 
gtgnity sed tcI inyerso ordine yel signis oppositis. 

5) Functiones denique analyticae pluribus modis dividi et subdiyidi 
possunty prout aliud respicitur divisionis fundamentum, unde oriuntur 
discrimina inter functiones algebraicas et transcendentes , rationales et 
irrationaleSy integras et fractas, homogeneas et heterogeneas, symmetricas 
et non symmetricas, pares et impares, explicitas et implicitas, etc. Qua- 
rum definitiones quum satis notae atque praeterea a cel. Eule&(^) fu- 
sius explicatae sint, non est, cur his immoremur, id quod insuper 
a proposito nostro nimis abduceret. Quod tamen ad functiones expli- 
citas et implicitas(^) attinet, notare iuyat, explicitam esse functionem, 
si aequatio eam exhibens in unico tantum termino dependentem solam, 
in reliquis Tero terminis non nisi independentes contineat; e contrario 
autem implicitam esse functionem, cuius aequatio dependentem indepen- 

(^) Intrdd. in analys. inf.I. cap. 1 et3. Atlamen obserTare conTeniet, deGnitiones da- 
rissimi auctoris plures nimis arctas, pluresque, quas statuit, subcliyisiones potius co- , 
diTisiones, uti dicunt, essi^. Sic functiones implicitas ad irrationales solum restrin- 
gitf quae forma finita admissis etiam signis radicalibus eTolTi nequeunt e. g. X'^ ^at a%X^ 
'^b%^^ ubi X est functio ipslns rr, quam theorematis ill. Lagrange op<! in seriem eTol- 
Tcre licet. 

(') Functiones implicitae tcI inexplicitae cum inexplicabilibus non sunt confundendae, 
quippe quae nullo modo CTolTi possunt. Extant eiusmodi functiones e. g. 

l-f--|'"*"4* "*"'4'"*" "*"T"» ^^ ^<*^ 1. 2. 3. a? 

a CI. Euler in instit calculi differentialis cap. xit tractatae. Hinc in sjstemate functio- 
Bvm oompleto, in fonctionibus implicitis explicabiles et inexplicabiles disceraendae sant 
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dentibus mixtam contineat. Quodsi itaque z variabilem dependentem et 
x^yX^j ..*. x„ independentes designant, erit 

forma explicita : ^s = jP (o:,, ar,, or^) I. 

forma autem implicita : o = * (z, or^, o:,, x^) H. 

Quoniam relatio inter z et x^, x^, x^ eo modo comparata 

esse potest, ut expressione finita functio exhiberi nequeat, licebit etiam, 
formam II. tanquam generalem cuiusvis functionis analyticae et conti- 
nuae enunciare. 

Denique cum istarum functionum usus ceterarum usu multo sit 
frequentior, illae in uniTCi^a mathesi functioncs simpliciter nominari so- 
lent, quem morem itaque in posterum sequemur. 

2. 

Quae circa functionum naturam et relationes institui possunt dis- 
quisitiones, obiectum exhibent uniyersae analysis; quae autem revera 
institutae et instituendae sint, inde praesertim pendet, quatenus in aliis 
rebus mathematicis et physicis usui esse possunt. Hinc ex hisce innu- 
meris disquisitio de differentiis duarum functionum earundem yariabi- 
lium, sive, quod idem est, quatenus altera functio ad alteram appro- 
pinquet, non ultimum fortasse locum obtinet, quippe cuius materiae in 
geometria aUisque disciplinis frequens est usus. — Quae cum ita sint, 
quamquam de huius materiae singulis partibus, praecipue quod attinet 
ad usum earUm geometricum, summi mathematici iamiam egerunt, haud 
inutile tamen yidetnr, methodo generali sive mere analytice (analysis 
enim est universae mathesis pars generalis) rem istam perscmtari. Quod 
cum sit hucusque a nemine factum, nostrum nunc sit institutum; prius- 
quam autem ad rem ipsam progredi licet, momenta quaedam generalia 
indicare iuvat. 

Appropinquationem duarum functionum cum nemo dubitet eo ma- 
iorem dicere, quo minores sint differentiae inter duas illas functiones, 
in gradum appropinquationis maxime inquirendum erit, ac praesertim 
in conditiones, quibus summus, quem licet attingere, gradus continea^ 
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tur* Haec autem inyestigatio in yagis versaretur, nisi statim certa quae^ 
dam relatio inter yalores independenlium utriusque functionis statuere- 
tur. Quaecunque autem statuta sit relatio^ facile patet, quaestionem ad 
casum eum simpUciorem reduci posse, quo isti yalores in utraque fun- 
ctione aequales supponuntur^ unde tota disquisitio huius perscrutatione 
absoluta erit. 

Manifesto functiones continuae fere solae sunt, de quarum appro- 
ximatione quaeri potest^ quaimobrem non nisi de ea in posterum $ermo 
erit. Attamen praeteriri nequit, pro quibusdam discontinuis approxi- 
mationem non minus locum habere. Sic terminos serierum quodam- 
modo tanquam functiones discontinuas indicis spectare licet(^); sum- 
mare autem seriem infinitam nil est, nisi quantitatem yel functionem 
earundem yariabilium^ quae seriei insunt, inyestigare, ad quam summa 
seriei^ quo diutius ea eyolYitur^ eo magis accedat. 

3 

Functio ad aliam functionem pro certis quibusdam independentium 
yaloribus appropinquat^ si decrescentibus differentiis inter ilios yalores 
aliosque eiusdem yariabilis yicinos differentiae inter yalores utriusque 
dependentis respondentes decrescunt; maximaque appropinquatio adest» 
si utraque differentia simul eyanescit^ yel generaliter, si difTerentiae yalo- 
rum utriusque dependentis^ quantum fieri potest, minimae eyadunt. 

Qua in re inyestiganda^ quo facilius conditiones et gradus art. 2. 
indicati eruantur, ac diquisitio ad normam aliquam redigatur, id agemus, 
ut primum ac potissimum in problema: 

si et altera funcUo et independentium yalores, pro quibus approxi- 
matio locum babere debet^ dantur, alteram functionem^ dum certa 
adhuc lege yariare potest^ ita determinare^ ut pro illis independen* 
tium yaloribus proxime ad priorem accedat^ 



(*) Quoties indici yalores tantummodo certo intervaUo distantes, e. g. numerorum 
natundium tribuere licet 

B 
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inquiramus; du6 autem reliqua^ quae in hac disquisitione proponi po8- 
sunt^ problemata, videlicet alterum: 

data utraque functione illos independentium yalores (pro quibus sci- 
licet approximatio locum habere debet) indagare, 
et tertium: 

functionem quaerere^ quae ad dependentes e functione quadam, data 
sed certa lege yariante, provenientes proxime accedat^ 
leviter tantum perstringamus; ex altera enim parte iisdem fundamentis 
nituntur, ex altera autem^ quia aequationes sublimiores directe resolvi 
nequeunt, et ob defecta calculi integralis iuTictis difficultatibus premun- 
tur. Gonyeniet insuper breyitatis gratia, functionem, quae in primo et 
secundo problemate tanquam data supponitur, absolutam, alteram vero 
approximantem^ valores deinde independentium, pro quibus approximatio 
quaeritur^ valores pro approximatione appellare, atque functionem abso- 
lutam semper per litteram^^ approximantem Tcro per litteram ^ indi- 
care, signis yariabilium Tel omissis Yel, prout opus est^ adscriptis. 

Ut denique, quod ad principale nostrum problema attinet^ divi- 
siones statuantur necessariae^ maxime discemendi erunt duo hi casus, 
quibus functio quaesita 

vel 1) pro singulis discretis independentium valoribus, 
yel 2) pro omnibus earum valoribuSi qui inter limites quosdam 
inveniri possunt, i.e. pro earum, valorum complexione continua^ 
approximaredebet; illoque casu rursus distinguendum erit, prout cuiusque 
independentis vel unus vel plures valores pro approximatione dati sunt. 

Poterit etiam ex numero constantium arbitrariarum et functionis 
approximantis ordine distinctionis principium peti, quum facile perspi- 
ciatur, differentias inter variabiles relativas caeteris paribus eo minores 
reddi posse^ quo plures adsint quantitates determinandae , quoque simi- 
liores sint formae ambarum functionum. 

Gum TCro prioris distinctionis fundamentum maioris sit momenti, 
eam potius in disquisitione instituenda adhibebimus. 
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C APUT I. 
FdNCTIO APPROXIMANS QUAERITUR, 

UBI VALORES PRO APPROXIMATIONE 
SUNT DISCRETE. 

SECTIO I. 

SI UNUS EIUSMODI VALOR PRO QUAVIS VARIABIU ABSOLUTA 

DATUS EST. 

4. 

functio ^, qaam quaerimus, yel plane^ id est, quoad ipsam formam, 
vel solummodo quoad constantes ut incognita seu determinanda spectari 
potest. Quod Tero ad illum casum attinet^ statim perspicitur, problema 
pro approximatioue in genere plane indeterminatum esse, quippe cui 
innumeris modis satisfieri possit^ pro summa autem approximatione pro- 
blema sponte solutum esse, ponendo vndeJiniLe ^ =yi 

Bestat itaque casus secundus. Guius respectu cum statim pateat^ 
aequationi ^=y* substitutis yaloribus pro approximatione (ergo definite) 
semper satisfieri posse, si ipsa ^ vel unam tantummodo quantitatem con* 
stantem arbitrariam continet, manifesto de maiori approximatione pro 
pluribus constantibus arbitrariis sive de gradu approximationis , quem 
pro bis attingere liceat, e difTerentiis solummodo inter yalores dependen- 
tis ipsarum f eX ^ pro aliis independentium yaloribus Ticinis diiudicari 
potest. Ad inyeniendas itaque hasce differentias^ eyolTamus utramque 
functionem in seriem progredientem sectmdum potestates et producta 
incrementorum ; quo facto statim sese manifestabit ^ maximam appro<- 
pinquationem prodire, si effici potest^ ut tot termini utriusque ctoIu- 
tiopis conspirent^ quot adsunt in functione ^ constantes. Quae cum ita 
sint, tanquam fundamentum huius disquisitionis spectandum est sequens 
theorema. 

B2 
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THEOREMA- 

Designantibus f et (p functiones variabilium o:,, ar^, a:, , • • • . jc^ in- 
dependentium^ et involvente ipsa <{> constantium numerum N, nec 

non substitutis loco ipsorum x^, x^y x^ suis pro approxima- 

tione valoribus, utraque functio convertatur in seriem progredien- 
tem secundum dimensiones incrementoiiim, quorum potestatum ex- 
ponentes seriem ascendentem (ita ut ad +oovergant) constituunt. 

Quibus positis ut functio <f> ad alteram^^ quantum fieri potest 
proxime accedat, requiritur, 

1"" ut series exponentium in utraque functione eandem legem se- 
quatur, atque 

2** ut sit <l> =f, et aequales inveniantur vel reddi possint coeffih- 

dentes, quibus ex N — 1 reliquis terminis primis utriusque functio- 

nis bini eadem producta eorundem incrementorum continentes af- 

fecti stmt. 

Gum demonstratio huius propositionis , quicunque sit independen- 

tium numerus od unitatem superans, nihil mutetur, statuamus £0=2, 

jforro x^=x, x^^jr, valores pro appropinquatione respective =aet^, 

nec non incrementa = k et L 

His positis evolvendo prodit: • 







+ Co.. i^- + c„.. r +^0., /^ 


" + ^*.o /^ 








+ A" [c. 


.* i' +c. 


.^^ 


" + Co /^ 


" +... 






+ ^" [c. 


, /* 


+ C,., /' 


" +... 












+ etc. 


(la) 


<p (x+k^j^+l) = 


= <P{^>7)+T^uo^'+^,.. 


*"" +^3 


K 


+ r,.oA-"" 


+ 






+r,,X'+r,, 


i' +ro. 


/'-' 


+ r,., /' - 


+ 






+^{rM 


i' +T,, 


/'" 


+ r,, /'" 


+ 








+^' {r... 


/'" 


+ r... /'- 


+ 



+ etc. 
atque e theoremate nostro pro x = a ex. j-^b esse debet: 
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T^ — /, K''= v'\ etc. 
2^** f(a, 6) = <p (^/i), sive sequentibus analogice : C^^o == r^ A (li) 

C|, s=r,^, Cig=r,^, eEc. 
etc. etc. etc, 

Evolutio fit successive pro unaquaque Tariabilium eo modo, ut, si eius 
initum fit ab ipsa jc^ posito x + k loco ipsius ^, deinde y(x+;t, ^) 
—J^i^^y) + ^ ^f P^^ *P^^ ^^' concipiatiir altissima potestas ipsius /t, 
qua/(;r + *, j^) —J{x,j) est divlsibilis, ita ut P, — /('^+M^(=^.j) 
nec fiat = Oj nec = oo pro ^ = 0. Quibus cum coefliciens P prodeat 

iii Jbrma 

P, =C,, + f^P,, 

sequitur ex eadem rationej p" esse quantitatem positivam^ et C^ ^ esse 
coefficientem terminorum expressionis f (x -^ k^ j) — /(x, j) , qui sola 
potestate X-* affecti sunt. Porro simili modo, accipiendo k^' ita, ut 
nec fiat =o, nec =oq pro k = o, invenitur: 



^'- — F — 



unde patet esse p* = K\ p* + p'^ = k'' elc, Deinde evolutione pro ipsaj: 
facta, in quolibet termino hinc prodeunte substituto / + / ipsius j- loco, 
eodem modo singuli tennini obtinentur; unde, cum eadem de altera 
functione f valeant, evolutiones supra indicatae enascenhir (*). 
i Hinc sequitur : 

i""* cum eadem prodire debuissent, si inverso ordine proces- 
seris^ exponentes ipsius / iu omnibus tet*minis eandem legem per litte- 
ras K\?\':,K''\.. indicatam seqm, Ponamus enim substituto jr H- / loco ip* 

(*) Conf. Lagi-aDge theorie de» fonclions I, No.3. et 11,13* 
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sius y transirc C^^^ k"' in C^^ k"' + C^^ k"'. l^ ^eXc.i substituto autem 
x + k loco ipsius X ex C^.^ . /^' fieri C^^^ . /^' + CJ , . l^' . 1^"^'+ etc. Sponte 
vero patet, expressiones C^, ^'./^' et C\^k^.l^', nisi habeatur simul 
%' = A' et \I/' = k\ et Cli = C^,i, identicas esse non posse^ (piod autem, 
quia ordo in substitutionibus plane arbitrarius est, necessario locum ha- 
bere debet. Eadem ratiocinatio manifesto pro terminis sequentibus et 
pro functione (p Talet. 

2^ Existente relatione ipsius Q et (f ad ^ in functione f{X}j)^ at- 
que ipsius n et tt ad ^ in quantitate P, eadem^ quam tenent P eX p 
ad X in fipc^j), quantitates ir .P^ et /«". Q^ et k^.t^.H, yel k"'.!^ .H, 
(cum per supra dicta facile intelligatur esse 7r' = X') manifesto aequales 
fiunt nihilo positis ^ = /=0. Hinc autem patet^ incrementa k et / tam 
exigua supponi posse, ut quantitates Xif^.P^, '* • Q^ ®t k\l^'.n^ minores 
eradant quacunque quantitate data ergoque in qualibet rationQ minores 
quam ipsa C^q ^t C^q, quo rursus efficitur ut termini ordinis primiy 
puta k"' C^Q et l^' Co,4, summam reliquorum 

k'-*-^'. P^ + /^'^". Q, + A»'./^'.n, 

in quacunque ratione data superent. Quibus positis , si in evoluta fun- 
ctione (p non foret fx' = k', v' = A' etc., manifesto alia functio % ip^^X) 
yel tres tantum constantes arbitrarias inyolyens ita assumi poterit, ut, 
si eyoluta praebet % (a, b) + r^ ^ ^ + ^o,± ^^ + ^t<^» * constantium arbi- 
trarium ope aequationibus / (a^ b) = % {a^ b), C^^ = r^ <,, Co^ = r^ , 
satisfiat, unde functio assumta propius ^Af(x,y) accederet quam <l>, 
siye exhiberet 

fia-^k^ b+l) — % (a+k, b+l) >f(a+k, b+i) — (a+k, b+l) 
quam exigua capiantur incrementa ^ et /> e quibus itaque sequeretur, ut 
iam ob tres terminos primos functionis f approximatio non esset ma- 
xima, quam pro numero suarum constantium suppeditare potuisset. Si« 
mili modo respectu terminorum secundi alteriorisque ordinis argumen- 
tari licet, unde prodit, si 
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l*® fanctio ^ (a + k^b + l) in seriem secundum dimensiones ipsa- 
rum k et l progredientem conyersa eandem quam f (fi+k^ b+l) 
eodem modo evoluta non exhibet exponentium legem, sive 
2** determinatio constantium ex aequationibus <7< o=r^ ^, Co^^^T^ ^ 
etc. etCo valores impossibiles constantium produceret; 
functionem ^ summum pro^ numero suorum oonstantium gradum appro- 
pinquiationis non praebere, contra vero, hunc gradum locum habere et 
aequationibus (I^) satisfieri, correlata esse. 

5. 

Quod theor^ma art. praecedentis attinet^ sequentia adhuc obser- 
vare conveniet : 

1) Prodit hinc modus accurate determinandi gradum approximatio- 
nis, quippe qui summo ordini terminorum, qui in utraque functione 
conspirant, aequatur; ita ut approximatio primi gradus adsit, si habetur 
k' = ijl', X' = /, simulque f{a^ b) = ^ {a, i), C,^^ =T, o> ^o.i = ^0,^, 
quibus pro secundo ordine accederet k" = fx", X" = »;'', C^^-=V^^^j C^^^ 
= r, 4, Co.i = Tq g ; et sic porro pro tertio altioreve gradu, unde facile per- 
spicitur, multitudinem terminorum, quos congruere oportet, crescente nu- 
mero ordinis valde augeri. Quo clarius autem et generaliter relatio inter 
banc multitudinem et approximationis ordinem perspiciatur, sit : 
-7^ = 1 

•"J'«=-2^ ;^— ijno ^—«2^0 ^ «jno ^ij^ +**2^=l+l» 

_ (m-f-3) (i/t-h2) (w-hi) 
1.2.3 

(m + to) (w-Hftj— l) (w-Hl) 



1 • 2 . 3 . « • « • . cti 



0) 



(^) Haec aequationes facillime sequenti modo demonstrantur. Manifesto «7'^'^' est 
summa omnium "T*" inde ab ipso msss o usque ad m s m. £ di&rentiarum autem 
theoria constat, terminum seriei generalem fx**^ esse aequalem differentiae terminorum 
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facileque patebit • T"^ esse numerum dmmum terminorum formae m"' or- 
dinis et oi yariabiles inyolyentis(^) hincque terminoram; q[uos in functio^* 
nibus f ^X ip eyolutis ac c^ yariabiles independentes continentibus identi- 



fjL — 1'» et fx*» in serie illius seriei summatoria , quorum praeterea secundum (scilicet \t,*^) 
ex priori (/i*— i)'*' prodire, in hocce ponendo yariabilis independentis w loco hanc ipsam 
800 incremento auctam* Quod cum sit nostro c^ unitati aequale, palet haberi 

imde substitutis eorum yaloribus essi^ debet 

(wt + («) (»H- otf -^ l) (lit H- 1) (m ■+■ 60 H- <) (m H- w) (/»■+■ l) 

1 •.•••.. a; 1 (w -f- 1) 

(in -I- to) «.,'.. (wi + l) w 

~ 1 ..... (w-Hl) 

quam aequationem identicam esse, facillima reductione intelligitur; est enim: 

(m + 6j-Hl) ... (m-l-l) — (m-l-ou) .....in (w-f-to) (/ra-i-l) f (m -I- tw -I- 1) — ml 

1 («tfH-l) 1 ,.... w.(«-+.l) l J 

_ (m + w) (^H-Q 



con£ insuper Lacroix trait^ du calcul diff. etinteg.III. No. 1033. edit. 1810-1819. 

(^) Manifesto forma talis ex m quantitatibus transit in formam ex (a;-|-i) multipli- 
cando per 

a + a'a^„^, + a'a:*^^,-*-a^ ^^+, + a'"^r+. 

sed reiectis omnibus terminis ordinem m transgredientibus; quare si prpposita pro ou 
quantitatibus valent, duceretur 

ipsa ^w^K in jL termmos . 

o:"^, - T^ = 1 terminum 

siye semel apparebit Hino itaque terminorum, quos forma m*^ ordinis et w -#- 1 yariabi- 
lesinTolYens continet, numerus erit: 

" T^ -^ """* T^ -*- *"*' T^ -^ ^ T^ "~ * yw-i» I 

unde proposita etiam pro cv + 1 guantitatibuA yalebunt 



Digitized by 



Google 



17 

C08 esse oportef , .ut a]pproximatio m'^ gradus prodeat; qiiippe qui ter- 
nuni et in forma indicatia et in hisce' functionibus sunt oinnes omnium 
dimensionum inde a o^ usque ad m^ incl. , quos ex w 'quantitatibus 
conflare licet, si quidem summa indicum, quibus exponentes affecti 
sunt, pro numero diniensionem cuiuslibet termini indicante habetur, ita 
ut generaliter productum lc^, l^ sit (r+^)'** demensionis. 

Praeterea haec ex erolutione polynoiaiiiii 

(x, +0:^-1-0:3-1- a:^-ha:«+,)" 

secundum potestates ipsius Xi^^i intelligi possunt Gonstat enim omnes polynomii cuius- 
dam potestatis m*^^ tenninos esse dimensionis m'^, quamobrem ponendo 

{x^ + a:^ -h JCj -h +o:^) = n% 



coefficiens 


ijisius 


erit aggregatum 
terminorum pol 


omnium 
[ynomii 


numerus sil 


^+i 




n» 


IJw 


^-n 






n* 




*P" 








n* 




'P' 


k*. 






n- 




-p- 



Sponte Tcro intelligitur esse 

unde eodem, ^o in nota praecedente factum est, modo inTcnitur 

^ — 1 to ' 

ergoque patet fore 

Facile deinde tcI delendo eosdem in numeratore et denominatore £Bu:tores, si ou > m -#- 1, 
Tcl adponendo eosdem, si w < (m -f- 1), patet haberi 

P jrw _ (^ "i" ^) - - ' (^ + =S (^ + ^) ('^-+'0 — w/pii 

1 cti 1 m 

unde prodit theorema: formam oi Tariabilium et m^^ ordinis eundem quam formam m 
Tariabilium et w'^ ovdinis habere tenninorum multitudinem. 

c 
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Quodsi igitur ipsa ^ continet JV C) constantes arbitrarias, ut m*^ 
approximationis gradus attingi possit, esse oportet 

iV> (**) "7"^, atque, si habetur simul i\r<-**r% 
bic gradus erit pro constantium numero N summus; qua de re, ubi 
functio ip est integra rationalis, art« 8 plura continebit. 

6. 

2) Plerumque evolutiones , de quibus art. A sermo fuit^ ope regu- 
larum Tulgarium calculi differentialis peragi poterunt» quo casu coeffi- 
cientes C^q etc. et T^ ^ etc. fiunt quotientes differentiales, ac exponentes 
»' »" etc. A' X" etc, nec minus /i^' M'" etc. v' v" etc, seriem numerorum 
naturaUum exhibent^ ubi igitur prima conditio (art. 4) per se locum 
habet. Hinc evolutiones {Ia)y posito rursus » = 2, fiunt: 



/(x+*,;^+0=/(-,r)+^*+-fef ^+l^ 



^ i^ iv *" -^ 3v: _i!_ 

' 1.2.3 



3y /• 3V */« 
"*■ 3j^ 1.2 "*"3*3r' 1.2 "*" 

JVl _i!_ + 



••«.•*• 



■^ 3r" 1.2"*" 

-f- etc. 



(*) Diyersae quantitates ex pluribus aeq[uatioiiibus eliminari nequeunt, quoties in sin- 
gulis ebdem coefficiente ac in omnibus uno eodemqne exponcnte afiEecti sunt. E. g. ex. aeq. 

a{m + n)+bp = Af c(m •^n) + dp=B et e{m + n) + fp=:C 

summa m + n quidem plus quam determinata est, sed quantitates m et n singulae in- 
yeniri nequeunt. G>n8tantes itaque functionis <p^ qui simili modo in aequationibus {li) oc- 
cammt , pro una liabendae sunt , bincque numerus N delerminandus. 

(**) Semel pro semper obseryeinus, signa uti «« <f <> altematiye es8e intdligendlu 
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€t Aequati<»es (Jb), substitutis in quotientibus differentialibus a^Xb resp. 
pro X et^, transibunt in: 

f(a,b):=<p(a,b), ^ = ^ '--9^=-8^^*^- 

Si itaque appropnquatio i»'' gradus requiritur^ numerus aequationum 
earutii^ quibus satisfieri oportet^ cum sit 'T"^, aequationes (H. ^) con» 
tinuandae sunt usque ad 

3-/ _ 3- ^ a-/ _ a-» ^.^ 8"/ _ 8" ^ 

7. 

3) Nulla omnino facta de natura functionis <^ suppositione , nec 
terminorum numerus^ qui identici evadere possint in evolutionibus, nec 
itaque approximationis gradus^ quem assequi liceat, propius definiri 
potest. Plerisque Tero casibus <{> erit forma secundum dimensiones va- 
riabilium progrediens^ tcI secundum functiones earum aliam legem quan- 
dam sequentes e. g. 

+ A« jr" + 

^ (x,y) 2= -^o.o + -^i.o cos a: + ^, ^ cos 2 a; + ^3 <, cos 3 x -+- 

+ -^0,1 cosj^ +>^i^^cosa:cos;^-H-^g ^ cos 3arcosj^ + .,. 
+ ^0.8 cos2j^+-^^ gC08a:cos2j^+-^j,cos3arcos2^ +.. 

+ jB^i sinorcos^ + jffg^, sin^xcos^ + jffj,^ sin3a:cos^ + 
+ jBj 2 sina:cos2^+jffj,sin2a7COS2^+jff3 jSin3a:cos2^-|. 

+ C,^i cos X sinjr + C^^ cos 2 a: sin^ + (b) 

+ C^^^ cos X sin 2/ + C, 2 cos 20: sin 2^ + . . 4 . . 

+ Z>, sin X + /), sin 2 07 -H 

+ Do.i si'^ ^ + ^i.i wn a: sin^ + 

-H Do.f 8in2^+ 2?4 g sin o; sin 2/ + . • • . . 

C2 
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sive functio t^ secunduin potestates ipsorum coso:, sino:; cos/, siu^ 

aut log Xy log j etc. progredietur , sive denique functiones repetitas (*) 

continebit e. g. , , 

d)X = j4Q + ji^\oax^A^lx + A^lx (c) 

existente /a:i=log (logo:), /a:== log {Ix). 

Porma (a) et quae ex eiusmodi pluribus conflare possunt expres- 
siones irrationales yel fractae, fere solae erunt aliunde natae, quae postea 
cum functione f comparantur; reliquae vero plerumque tanquam ex 
evolutione ipsiusy* ortae erunt spectandae, tmde continuata evolutione 
eo usque, ut pro desiderato approximationis gradu sit iV^'"T'*', sua 
sponte conditionibus art. 4. stabilitis satisfacient. 

Qua de causa, et cum insuper omnes functiones, si paucos casus 
exceperis, ope theorematis Tayloriani ad plures variabiles extensi in 
forma(a) evolvi possint, ac denique cum generaliter complicatiora ad 
simpliciora reduci soleant, et hinc formae (a) usus ceterarum usu sit 
multo frequentior, hanc formam fusius perlustrabimus, 

8. 

Numerus terminorum N formae {a) legem art. 5. indicatam se- 
quitur; progrediente igitur hac forma usque ad ordinem /i'""* habetur 

lam si pro functione (p forma rationalis integra explicUa w varia- 
hiles absolutas continens accipitur, haec non minus erit pars evolutionis 
ipsiusy^ quippe quae oritur, dum functioy*per seriem Taylorianam us- 
que ad terminos n'* ordinis incL, positis incrementis resp. = a:,, Xg •..a:„, 
evolvitur; sive functio <p huius evolutionis ope sponte inventa erit, atque 
jj^tum approximationis gradum praebebit. 

Si vero !"•'' summus, quem generaliter forma n** gradus praebere 
possit, gradus approximationis , sive 2^ forma, quae m*^ huiusmodi 



( * ) }Viederholte Functionen, Abhandlungen der Berlinet Academie der FVissenscJu^ 
/e/t au^den/aAren 1812-1M3; Abhandluhgvon TraUes, vorgeiesemknl.AugASil. 
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gradam suppeditet, ordinis infimi desideratvir^ variabilis relativa eodem^ 
quo sunt absolutae^ modo in functionem (p introducenda est^ imde pro 
ipsa <p formam n*^ ordinis et (cd + i) Tariabiles continentem obtinemus; 
siye, qaod eodem redit, hisce casibus pro functione (p accipienda est 
{ormaL implicita m** ordinis et ctf variabiles absolutas continens. Sint enim 
variabiles absolutae x, jr etc.^ dependens vero z^ erit functionis approxi* 
mantis aequatio: 

+ ■^3.0.0^ +-^«,1.0^ ^"*"-'l.«,0^ +'^0,3.0^ 

+ ^2.0.1 ^'« + -^i.i.i ^9^+ u^o.«,i r*« 

+ ^1.0.«^^' + Ai.«7«* + Ao.3 2^'+ 

+ etc (in.) 

Numerus terminorum aequationis (III.), quam supponamus esse 
ordinis /i, manifesto ex art. 6. est "7^'^'^ designante o) numerum inde- 
pendenter variabilium. Gum Tero indicante Q quantitatem arbitrariam 
realem, aequatio o = ^. ^ (p^yjy^ i^iec magis nec minus late pateat, quam 
= ^ (o:, 7, z)^ ac, si pro ^ aliqua quantitatem -^o.o.o €*c. accipitur, 
terminus respondens aequationis (IIL) coefficientem i recipiat; numerusiV 
coefficientium revera indeterminatorum erit= "T'*^' — i. Sponte hinc pa- 
tet, talem formam certo approximationem n*^ gradus praebere, quae deinde 
an ad altiorem (n+^')""" promoveri possit^ secundum art. 6. ex relatione 

N^^T^ sive -r-=-r*'*' — 1 sive -^r- -"r-^' — i (IV. a) 

diiudicandum erit. Substituendo scilicet ipsius " T*" valore ex art. 6. et 

ponendo C^ = 1 + 2 + 3 +w, C„= summae productorum e bi- 

nis numerorum 1,2, w , C^ summae productorum ex temis etc, 

per reductiones satis <^vias prodit: 
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m- + am- + C.i»- + + 2 d.C) - ("'+^+")--(»-^-0 = (iv.^) 

q[aa in foiinula^ si modo aequalitatis signum spectatur^ manifesto aeqoa- 
tionis radix positiva vel, hac fractionem inyolvente^ pars eius integra 

12 

(*) Quum quantitates (7^, , C^ , saeplus in analysi occunrant, metliodum eas inve- 
niendi fEicilem hic assignare licebit, quae calculum tam simplicem, quam qui pro rei 
oomplicatione yix exspectari possit, praebet Recurrens quidem iata methodus est, sed 

solununodo ab Cwt ^d Cwfilla yero ilLLagrange (Memoires deBerlin, ann^ 1771), quam 

cl. Lacroix ad diffierentiam numerorum ab unitate diyersam et ad seriem quocunque nu- 

/»-•-1 
jnero incipientem extendit (Galcul di£ et integ. III. pag.304. ed. 1810-19.), pro C^ omnes 

eiusmodi quantitates inde ab Cv usque ad C^ inyolyit, calculum praeterea complica- 
tiorem requirit. 

Priusquam ad methodum istam progrediamur, summationem quandam coe£Bcientium 
binomialium indicare iuyat Sit itaque 



AOta art5. oolligitur: 

r r r r-i-i 

B +-^-B +*^B + 'B = -*«B, (1) 



l..... r 
tunc facili substitutione ex nota art5. oolligitur 



et similiter 

r r r r-t-i 

— B + "-B 'B = -B. 

Addendo deinde ad hanc •eriem, alias •imiles re«p. ab 

— B, "^B, ete..... 'B 

incipientes, ac snbtrahendo eanun snnunam a serie (l) per quantitatem w mnltiplicatam, 
prodit: 

«."'B + («— l)"-B + («— 2)"-B +r/B = 

r+i r S*-«-i r+i r+i r>«-i'l r^t-t r-^% 

— u> .-*'B — I ^B + *^'B + ^B ... +'**B I = w .'^'B — «^'B (2) 

ut ex aequatione (1) apparet, scribendo r-#-l loco ipsius r, et (m'— 1), (ot;-«2), (^+O 

loco ipsius fti. 

Simlli modo ex formula (2) deducitur 

w.(w— 1) •'B + (w— 1) (w— 2) '^■B + (o)— 2) (w— 3) •^B+ ... + r.(/^— 1) ''B == 

r+i r+» r+S 

=w.(«— 1) -*'B— «.(«— i)"*'B+2. 1 -*'B 
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eiit ipsius m Talor maximus; atqoe £Eicile perspicitur, hanc aequationem 
nnam tantummodo radicem positivam realem habere> quia una tantum^ 
modo signorum altematio ei inest. Geterum huius radicis pars integra 



et liinc: 

r r 

w.(w— i) (w— 2) •'B + (w— i) (w— 2) (w— 3) •^'B + r. (r— 1) (r— 2) = 

r+i r-Hi r-i-3 r-f4 

— cD . (w— 1) (w— 2)*^"B— 3(w— 1) (w— ^^•^^'B+a . 2 (w— ^^'^■B— 3 .2 . i*^*B 

siye generaliter: 

w(fly_l)..(6y-.;7)«B+(«-l)(w-^)..(a;-;^l) "*-*B-#-(w-3)(w-j)..(w-/>-a) *^«B-|-....-Hr. (r-.l)..(r-;?) 

= W.(W— l)(w-^2) {u)'^p)'^'B'^(p^){(a^\){u^2)....{w—p)'^^ 

r-*-3 r^ 

+ (;?-M)/?.(w— 2) (w— ;?)*^"B— (^i);?.^^;— i)(w— 3)....(a)— ;;)*^'B 

+ 

OtH-i);t;.(;t>-i)....2.(a)-;;)-*-B-OE>+i);,.(;>~i) i »^'B ,| (3) 

Haec formula eadem, qua in nota 1"^ art. 5. usi aumus methodo, comprobari poteat Po- 
tito scilicet (eio — l) loco ipaius w in formula (3) , ea^e, quae liinc prodit, expressione 
• ab aequatione (3) subtracta, manifesto resultare debet 

w.(w — \) — {y>—p) •'B 

lam si littera 2 termino initiali serici nostrae praefixa eius aummam designat, babetur: 

X (w— i) (w— ^— i) '^«B = 

= (w— i)(w— 2) (w— ;?— i)'"^ — 09.f.i)(w— 2) (u)—p—i) "8 + .... 

+ (-0'{0^+0-;'-2. (u^-p-i^^^B—ip + i) i^B^) 



ergoque eam ait 

«+*B = ^ ^^^ •B et '*B = (^""^—^J «g 
r-f-A-H r-l-A-Hl 

binorum terminorum ordinis h post iuitialem difPerentia aequalis erit quantitati 
^^,^^H)-(^i){.^r-k)^ (AH-i) .p.... (p-k+2) («_A-1) .... (u^;,) ^B. 

Factor auctem primus, quem uncis inclusimus, scribi potest: 

f r««>-A)(ft/H^l-(c«)---/v-A)) + (^A-f-l)(a^---/wA)l _ (A^-A-f-i) (cu-r-A) 

\ r-f-A-H J ^ f r-f-A-H ' 

unde erit buius difiSerentiae pars aecunda 
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ipsum n superare neqiiit; nisi habetur n> Wy uti iam ex theoremate, 
notae art.6. yel ex formula (TV. d) perspici potcst. Posito enim mznn-^i 
hanc formulam ita exhibere licet: 

—+(p+i).....(p—fi+2)(p—h+i).(u)—h—i) — (cjo—py^^B 5 

Hac difiSsrentia pro positiya accepta, differentia terminorum seqaeutium ordinis (A+l) 
erit uegatiya, yel yice myersa. Posito itaque (^+l) loco ipsius h in formulis O ct ([, 
ex hac prodibit 

- (c-A-i) - (P-*) ('"-->-*-0 

^ ^ r-HA-f-2 

atque terminorum ordinis (A + l) differentiae pars prima 

= — (p+i ) (p+h+i) (w—h — i) (w—h—2) (w— /?) '*B S 

unde expressionum $ et $ ope elucet, differentiae terminorum ordinis h partem secun- 
dum per primam differentiae ordinis (A+l) plane destrui. P»> Aso autem manifesto 
differentiae pars prior est 

r 

U) . (w — l) (u) — p) *B, 

uti prodire debet, et pro As^-f-1 differentiae penultimae pars secunda et tota differen- 
tia ultima sese destruit, quoniam factor eius primus 

ft; + 1 — (g; — r — p — l) _ 
r + ;7 + 2 
His de ooefficientium binomialium summatione praemissis, cumque habetur 

et generaliter: 

C„ = w . C^, + (m— i) C^, + C^ 



^^, 
*• 



statuendo successiye /(a s 2, as 3 etc. , £Bicile perspicitur, summam C^, induere formam ge- 
neralem 

C^—a> . («0— l) (w— 2) (w— 3) (eo— 4) (w— 5) («— |m-i)-+'B 

+ '(a.w.(w--i)...«(w— /z+2)+aw.(w— i).«(w— jtH-3)+...a.w+a ^'^•B 

+ ^Aw.(w— i)...,.(w— jLt+3)+Aw.(w— l)..,(6e>— |IH-A)+....*W+A ^''^'B 



{ 



cw.(w— i)....(w— /iA+4)+....+cw+c ^'^•B 



»^ 



a"+'B 
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(n + i + u)) (/> + 2) > ^2^1^ (n+W + l)' (/H-2) — 1, 3, 3-..W 



«H-1 . n— w 



sive, cum sit = i + 

' w-#-l 



= n — tt) 



* « ^^^tttC^^+^+O (^+^) (iv.c) 

unde pro n =oo prodiret i co ^ o, quod absurdum esset 

Quum yero ad solvendas altiorum graduum aequationes methodus 
directa nondum constet, consultius erit, problematis etiam huius aliam 
solutionem non minus quidem indirectam sed. expeditum calculum prae- 
bentem quaerere. Posito m = n + ^y habetur: 

«+y yT« (o»+yi+y) (/t-i-y-4-l) _ (w+n-f-y) (w+n+l) (w+w) (/H-i) 

1 « 1 wx(/i-f-9) («•+•0 

Lex vero, qua ooefficientes a^ b uex ipso /Lt foriKiantur, tam complicata est, ut gene- 

raliter eam exhibere difficillime sit. Yerum enim yero, quum factoriales (£actorielles 
d. Arbogast) ckT. ((«; — l)etc., quae etiam coefficientes binomiales constituunt, in potestates 

ipsius ui resolyi possint, et reductis onmibus B ad *^'B, manifesib in eorum coef&cien- 

tibus, quibus tum affecti erunt in formula 4, potestas ipsius m nulla altior quam ciu^' 

inyeniatur, patet, quantitati C^ formam etiam assignari posse: 

C^ ='^'B|a+aw + aw*-|-aw'+ +a w^' [ (6) 

Ad indagandos deinde coefficientes a, «, etc. , ponamus /bt-f-l et w-f-i resp. loco ipsius 

I ■ 

/(A et o;, unde, acceptis /3, /3 etc. pro iisdem ipsius {i* -f- 1) functionibus, quae sunt a, a 

etc* ipsius tx, prodit: 

C^- =-^B'|i3 + i3(w+i)+i3(w-i-i)« + +/§(«+i)-| (6) 

Nec minus, cum sit 

babetur: 

C^^,= ((jo+i).'^'h<a+aw+a(jo^+....+aw^'> 

+*^"B|/3 + /3w + /3w' + + /3w''| (7) 

Hinc, quoniam constat esse: 

M+« )M-l /,,, . o\ >•+» **+! /^, ^^ M^ h 

-^B = -*-B.^^!^ et -*'B^-*'Bi^ aume "B^^B 

D 
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in-hq) («+l) • ^ 

vel sumtis logarithmis: 

log (m+«+^) — log (n+q) = log (-.r**' — i) — log " T" 

__ flog {w + n-t-q—i) H l-log («,-+-n+i)"l (IV. <i) 

\-log (n + y-i) log (n-Hl) j 

coius formulae ope, substituendo primo ipsi q unitatem vel alium nu- 

merum integrum probabilem et deinde successive maiores, Talor ipsius 

sequitur ex formula (6), eTolutis potestatibus, 

_C^_ _. «+2 |(/34.;8+j3...+;&)-»-(^-K.35H-3i...-|-|u/3)«-|.(4+3j+«B>^.~-|-4;3)<«« 

-l-(/3-^'^'B/2---»-''B/3)(«*-»-f.(/3-^''B/3)«,M-.+/3»;».| 

_ ; f ^+^+^-+^'+^ l f /3-l-(w)^-^(2.2+l);S4.(2.W)/3+...+ (2(u-l>»l)'^'-t.(2>H^),^' | 

"" l, '^+^ /"^\ ^ ^*"^,' . ^. . . . ' 

^ f ^-t.(2.1-^2)/8-t-(23-H3)/3-^(2*B-H*B); 5 -H -H(g--B-H--B)!5"-V(2 "B-H " B)B'\ , 

{ /3+(2+3)j8+(2*B-H*B);^-H(2»B-f-'B)/8-|-....-4-(2»--B-t-M--B)'!5!t-(2 '■B-l- '■B)/^) ^, , , 
+ 

f3-t-(2+'— B)^ (^.''-■B-t-»-'^)!^"^-^^ "8+ "B) jel ^ 

l .^. '*f' . . ■ J" 

^ ^(^-K-B)''^'^ (2 •» B-t- "B)^ ! 

■•" \ ;:+i /' 

et ex formula (7) 
^« 

a 

'B 



vuf 



*{'M^)] »w{r+r-(|f)}«" (») 
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q quaesitus paucis lentaminibus inTenitur* Sit e. g* ct? = 3> n = t , erit 

- y- _ L!iL'^-i^ = 120, et ' 7'"'*'' = 120 ,4r = ^JOf i^^de habetur r 



k 






"■*'' — 1 = 2,51720 
= 2, 075)1 8 


• '- 


0, hi^m 


7= 1 

9=3 


log V = 0) ^2594 
logjl = 0,11.WA 




= 0, .17718 


9=4 


= 0,06084 

log fr = Oj loiTi 



Ergo Talor ipsius ^ cpiaesitus = 3, sive per formam 7"' ordinis 
tres variabiles absolutas jn\olveiitein approximalio lo™' gradus obtineri 
polest; simukpiej cum sit boc casu '^T'^ ^^" T'* ~~ ,^ ,^^ cuius loga- 
rithmus = 2, 'j5(53b, invenitur lerminorum functionis f^ de quibus alio 
modo disponere licet, numerus — " y ^* — *y = 3S0 — 2S6 = kh (v. infra). 

Quodsi contra dato ipsius m Talore, minimus ipsius n quaeritur, hic 
non minus formulae (IV ff.) ope inTeniri potest. 

(^jare, cum aequalioiics (5) et (9) necessario sint idcnlicuc, scquentes prodeiml aequatLones : 

^ « _. 7' 

— = -— ^^ll^ 






[j^Z) \ 2f4H-l / ?f*H-i 2iA^i j^'^\2,u-f-l /1 ' 2^+lJ 2|*-hl 

X = ? + ^ - lit:^5irO C,+il=:^)_l'.((._i) C=+iL-n 

^-f-3 2f* ^ 3^ 2frt i,2 V 3 / 2^ ^'^ -'V ^ / 

-a|(/.-i) (^2 + ^j^ + _| + ^ =_a |i;31 -a [vl+a fi;^ 

el »ic porrtj* Pro calculo autem mimerico ipsonim /3 formulae, quae ei coeiBcIeiitlbiia 
mferionmi ipsius ts? polesuitum sequuntur, commodlores sunl; Tideliccti 

D2 
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Pro solutione scilicet, primae praecedentis problematis analoga, quan* 
titas " Z***** evolvi debet^ unde emergit : 

6 7 

A /* *n|ia-*-2 6.5.4.3/ . 2.2\ /3 7.6.54/ . 2.3\ y3 



^-+-7 

8 
8.76.5 / . 2.4\ /3 . 

S 6 



&=(a+a)!^-i±l(,+tl)J^ l±^(,+bl)-^ 

^ ' lt + 6 1.2.3 V 4 /H-»-6 1.2.3 V 4 / ^-»-6 

7.6.S/ 2.i\ h «-76/^ j^2.5\ ^ ^. 

^=(l+af-±l - *M,+'±)1 t:^(,+'jI)-L ^ 'A(,+^J)1. 

^ ^Vi+6 I.2V 3/M+5 l-2\ ^ /f*-hS I.2V ^3/fA-h5 

I.2V 3/ I.2V 3//iA-f-5 

5=(<;+;)!i±? - 3 fi+^) i — 4 (1+!:-^ J- _ 5 (i+4)-4 

_6(,+5)i-_I:^-«-:^-etc. 

V / M-4 f*-H4 /t*-h4 

/3=(;+ar-±|_(i+2.2)A_li_2i_iil_ii_£i_J!ll_etc. 
/3=^— ^ - ii _ -i- _ -ii _ ii_ etc. 

/iH-2 /urf.2 IU-H2 '/uHL.^ /u-Hl 

M N+l 

£r istis aequationibus, generaliter ea, ijuae ipsum /3 praebet, omnes /3 inde ab ipso /3 usqtte ad 
B incl. involuit ; unde incipiendo ab ip9o/3 et atatuendo successiye /ussi, «2 etc. tandem prodit : 

3 4 • ?) 

C„ = *^'B (4- ^+ -1" w*) (^ «^▼^ l^ inyenitur = o) 

C^ =:-B(_4-_JL„+jL„.+^^„') 

a=--B(_-|-a._f^a,« + 4-a,»+A„*) ^ = (10) 

C„=:-'B(fA+l^«-T^«*-|4»' + ^"*) « = etc. 
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i £ <A («H-l 



1 (w+i) 



Q = /t -r-Oo>4.|»/i -r-o>^t.yi '^^oh-i **"^<-^o>-n . »77,1 



sive 

^n^* + C^^, . nT-k-C^^^ . /*"*"* . .. + C^^, n — (w+i) . (m+w) • . . (m+i) 

ubi yalor. ipsius n positivus realis aequationi satisfaciens (^); si est nu- 
merus integer^ vel, si fractus^ numerus integer proxime maior gradum 
quaesitum indicabit. 

Quod ad^alteram, alteri prohlematis praecedentis solutioni similem 
attinet; statuamus n = m — y, qno facto habetur : 

»/yiu= (<«+m-|-l— y) (cu + m— y) (m— y-Hl) 

^ < 1 («+!) ~ 

sive 

,.yu= *y^ m.(m-l) (m-y + l) ^ 

"^ «+1 * (w-Hi7i) (w+m-i-2 — y) 

sive 

(T^+l) (w+l) s m.(m — l)....(m— y-Hl) 
T^ < (w+m) ... (w+m-4-2— y) 

itaque 

(-r«-4-i)(«-i-i) == 

pro 7 = 1 ^ -^irfi;^ ' ^ m 

r,ro a-2 (-r -+i)(.+i) = (m^i) 

etc. 

nrn /f — /F ("3^+l) (^+l) (ai+m)...(c.+m-y+3) 

P^^ ^— y ^ ' m...(m-y+2) 

<(a, + m-9-+.2) ' (IV. e) 

quae formulae simili modo atque illa supra pro ipso n inventa logaritb- 
morum ope calculo subiiciuntur. 

Sit e. g. w=-3, m = 10, habetur " J'** = -1-1-= 2S6 

ergo log ^^^ = log 41^ = 0,00151 
log (w+i) = log 4 = 0,60206 

0, 60358 

(^) Ob rationem prinu problematis occtssione indicatam uuus tantummodo eiusmodi 
?alor existit. 
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Gum sponte pateat^ 9 — ^ P^^^ posse, tentemus q —2\ erit: 

prO q=2 log ^ = 9, 84230 

9,76127 
prO y =3 log ^ = 9, 82397 

9,93736 
pro q=k log -j- = 9, 80371 

unde elucet; 3 esse yalorem ipsius q maximum, sive 7 ipsius n minimum. 

Generaliter asseri et e formulis IV. c d. e. intelligi potest, quo 
maior sit differentia n — w, eo maiorem ipsius q yalorem prodire, atque 
hanc differentiam pro eodem ipsius q valore eo maiorem esse debere, 
quo maior sit numerus w. 

Pro yalore speciali ipsius w = 2, formulae IV. simpliciores eyadunt. 
Habetur scilicet e formulis aii;. 5. eyolutis : 

-2^ = ^+4m+i et -T^^^^+Ti' +li/i + i, 

22 . 6 6' 

quibus substitutis facilique reductione prodit : 

3 /71* + 9 w + 6 ^ /i^ + 6 n* + 11 n, 

sive y« + (2,^+3) y ^ ^ + n* + i n — 2 (^^.y) 

imde numeri integri pro n, m sive q accipiendi facile determinantur; 
e, g. pro n = 2 invenitur g' + 7 (f = 6, quo statim patet, impossibile 
esse, pro ipso y numerum integrum positivum accipere, qui conditioni 
satisfaciat, ergoque per formam secundi ordinis duarum independentium 
approximationem ultra secundum gradum nos assequi non posse, uti et- 
iam ex formula lY.c prodiit. 

Hinc accepto pro m summo, pro n infimo, qui relationi lY.a 
satisfaciat, numero integro, quoties functio ^ plures variabiles ab- 
solutas involvit, generaliter loquendo plures eius constantes indetermi- 
natae remanent; si vero ad gradum (m+i)'*"* respicis, plus quam de- 
terminatae sunt. Quo itaque modo problematis naturae maxime coitvenit^ 
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de iis erit disponendum^ e. g. methodum minimomm quadratoram in 
auxilium vocando^ ut hae constanteS; quantum fieri liceat, aequationibus 
ad gradum (/w + i)"^ spectantibus satisfaciant. 

Verum enim vero pro una variabili absoluta et dato valore ipsius 
n vel /», problemata sunt semper simpliciter determinata(^). Habetur enim 

-7^ = -7^=w + i et •r-**-' — i = T" — 1= (^+O (»-^2) _ 

2 ' 

quantitas autem (/^+i) (»+2) semper est numerus par, unde pro (w+i) 
prodire debet numerus integer. Hinc pro una variabili absoluta prodit 
inter m el n aequatio 

= /» + 1 



3/1 _. . (IV. ^) 



In computandis coefllcientibus functionis approximantis generaliter 
e re erit , omnes indeterminatos , usque dum fit eliminatio ex aequatio- 
nibus (I&) vel (II^)> retinere, ubi sese manifestabit, quem unitati aequa- 
lem ponere, calculi compendio conveniat. 

Eorum, quae articulis praecedentibus exposita sunt, geometria ube- 
rem praebet applicationem , quippe quibus omnis theoria tangentium et 
linearum et superficierum, saltem quoad methodum directam, nititur, et 
quidem casibus w = 1 et w = 2/ Designante enim z =f aequationem 
formae curvae, erit ^ = sive ^ = ^; aequatio tangentis , quoniam , si 
functio ^ formulis I. (art. 4.) vel II. (art. 6.) respondet, alia figura per 
aequationem % = representata ad figuram propositam {f) propius ac- 
cedere, sive inter eam et figuram approximantem (<^) transire nequit, 
nisi et ipsa aequationibus I. vel II. respondeat, id quod est criterium 
tangentium characteristicum , quod per methodum demonstrationi art. 4. 
analogam deducitur (^). Sint e. g. aequationes superficiei propositae et 
tangentis resp. z =f{Xfjr) et 



(*) Gonfer. tamen art. 10. et 11. 

(') Confer. Lagrange tbeorie de$ fonctions U. 1.-12., porro32.6qq. et 38.8qq., prae- 
sertim in trauslatione clar. Crelle. 
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= ^(a;,jr2)=>^o.o.o +^i.o.o^ +^0.1.0^' -^o.o.i^ + 

+Ao.O'3r^+^1.1.0^J+^0.2.iy+^1.0.1^2+Al.ir«+Ao.««S 

ubi cum sit u)^n = 2, ex articulo praecedente iam constat , approxima- 
tionem, quae in theoria tangentium contactus nominatur, ultra secun- 
dum gradum hoc casu ascendere non posse. 

lam sint a et A yalores pro approximatione, quibus loco or et ^- 
substitutis ponatur 

fifi,b) = c.^=d,,, ^ = d,^, g^ = £/,.,, g-^_^/,,, etc. 

nec non indefinite valor tertiae coordinatae z ex. (p {xyjr,z) = o prodiens 
= ^, habetur (*): 



c 



1) = C— ^=^o.o.o+-^i o.o^ +-^0.1.0* +-^0.0.1' 

+ ^«.0.0«* + -^i.i.o ^^ + ^^o.g.o *"" +-^1.0.1 ^+-^o.i.i*^+^o.o.«c' 

^v _, 91-/7 ^i.o.o+g^g.o.o^ + ^i. 1.0^+^1. 0.1 <^ 

2) o_rf,.o-3^-«i.o-*- ^^^^ ^ ^^ ^^ a^A,^,^,b^2A,^,^, 2c 

. _ , M — // A1.O+ ^1.1.0^ + ^^2.0 ^ + Al.l<^ 

3) 0-^0.1 ^-«0.1-*- ^^^^ + ^^,^a + ^,,,.,* + 2^,,,,.C 

.. _ , 9!i_// ■ ^-^2.00 +^^1.0.1 ^l.O +^^0.0.2 ^f.o g 

4) 0_r/..o-a^2-^2.o+ ^,,,+ ^,,,a + ^,,,A+2^,,.,,C 

C\ ^ ^ 9*^ _^ , ■^1.1.0 + -^1.0.1<^0.1+^0.1. 1^1. 0+^-^*0.0.2^1.0 '^0.1 

6) 0=^1.1 -3-3^-^.+ ^^^^^ + 2^,.,,,C O 

AN n ^ 9'^—^ , ^A2.0 + gAl.i<i+gAo.2<i 

6) 0= rfo.2- a^ - <2 + ^,^^,+ + 2^,,.C 



(^) Supponendo scilioet casum communiorem, quo aequationes II. locum habere po9- 
sunt, quod hic eo magis licebit, quia casus, quibus formulae generaliores applicaudae 
sunt, in figuris curTis non nisi punclis quibusdam singularibus respondent, e. g. punctis, 
ubi vel angulus tangentis cum una axium coordinatarum est rectus siye nuUus, rel 
punctis flexus contrarii, vel cuspidum. 

n ^0.0,1 + "+-2^0,0.2 indicat divisorem y^o.o 1 +-^1 0.1^+^0 1 i^+^-^^o.o.g c= 

3V pro ^ = c. 
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«) «=^«..«-3]^=<-^ Ao.,+ ^.+»Ao.. 

^) «^^.-W-^-»-^ V„,+ + 2^... 



0.0,1 ^^' ...-1-* ■^^ 0,0,8 



10)0= <f„,. ■■?'! = </,„ + ^•'^-^''■'« ^"-^ • ^0.« +3Ai.i ^0.« 

^^ •^0.0.1+ + 2^0.0.2 

e quibus aequationibus primis sex ex asse^ posito coefficiente aliquo =1,. 
satisfieri oportet, quatuor vero ultimae (sc«7....10) pro arbitrio in sub- 
sidium vocari siye plane negligi possunt^ dum tres oonstantes aliunde defl- 
nuntur^ quod multimodis fieri potest; e.g. statuendo: o=?<^ {po,jryZ) re- 
praesentare ellipsoidem^ quo casu adsunt conditiones 

•^f.i.o — ^-^a.o.o-^o.a.o^O* vel-^i.o,i""^a.o o*^o.o.* "<Ovei .^o.i.i — ^0.2.0 ••^0.0,« "^O Ct 

-««,0,0*-«0,l,l+-«0.2,0"-^l,0.1+-«0,0,2'-«i,1.0"^^l,l,0«-«l,0,l*-«0.1,l--^-««,0,0'-«0,«,0--«0.0^ / 

quibuS; cum tres quantitates non plane iis determinentur, adiungi potest 
conditiOy ut sit o = ip{xyjrz) superficies per rotationem orta, immo vero, 
ut axis per punctum aliquod datum (quippe in quo initium coordinatarum 
collocandum est) transeat(^)> id qtiod duas suppeditat aequationes. 



(^ Nam differentiale qaodyis tertii ordinis ipsiiu i^, Yidellcet rr^y sT^^ ^^^* ^^ 
quale est nihilo. 

(^^) Confer* Euler Introd. in analjs. inf. append. §.110. yel Biot G^m^trie analjtiq[ue 
§•259. Conditiones illae, si aliqua quantitatum ^2,0,09 -^0,2,09 -^0,0.2 positiya accipi- 
tur, cum iis oonyeniunt, quae locnm babere debent, ut aliqua trium yariabilium functiOf 
cuius differentialia secundi ordinis cum terminis -^1,0.0 -^i.i.o ^^^» conspirant, yalorem 
maximum minimumye capere possit. Huius yero pbaenomeni ratio facile inde depreben- 
ditur, quod utraeque conditiones eo redeunt, ut forma quaedam secundi gradus non nisi 
factores imaginarios primi gradus contineat, siye eius yalor eodem sit signo affiecluSt 
quicunque tribuantur yariabilibus yalores reales. Confer cl. Dirksen analytische Dar^ 
siellung der F^arialionsrechnung §. 55. et infra cap. II. 

(*) Aequationes, quas Littrow (analylische Geomelrie pag,2k9. No.TLJ eyolyit, hunc 
tatnummodo camui specialem respiciuut, 

E 



Digitized by 



Google 



34 

Quajnquam per haiusmodi conditiones ordo approximatioBis siye 
contactos non mutatur^ functio tamen approximans^ sive, quam indicat^ 
figura ad functionem absolutam vel figuram respondentem eo minus ac- 
cedit, quo minus aequationes ad tertium ordinem pertinentes 7. 8. 9. lO. 
adimpletae sunt. 

10. 

Quodsi de contactu linearum quaeritur, cum eo casu una tantum ad- 
sit variabilis absoluta, approximationis sive contactus ordo^ quem aequatio 

^ ^ = /»-1-1 (art. 8.IV.g) indicat^ generaliter loquendo semper sta- 

biliri potest; erit ordo e. g. 4*^ pro n = 2. 

Sit X yariabilis absoluta^ y relativa, ac Talor pro approximatione a, 
cui respondeat y = h^ atque rf^, d^ etc. Talores ipsorum —, ^-^ etc. 
pro x-rrzUy erit aequatio tangentis: 

ac d,—— yi.o + ^Ao^+ -^i.i^ 

et sic porro; quibus evolutis determinantur coefficientes per aequationes 
sequentes: 

^) -^o.o -l-a^i,o"+-«' • -^£,0 -f-^ -^o.i -Ha^-^i.i -+- h^ • ^6.« =0 

2) ^i.o-#-2a.^£,o-f-^i^o.i"+-(*"+-«^i)-'i, 1-1-2^4 .^o.£=*0 

3) 2^r.o+^f^o.i+(S^i+a^s)^i.i+2(^f+^iff)^o.s»0 

4) </3^o.i+(3rf«+a^3)^i.i+2(3£/,£/a-+-W3)^o.«=0 

5) </4^o.i+(3rf3 ^ad^)A,^^ +2(3^|+4<f,^3-ff-M4)>tfo.s»« 

ubi plerumque calculi compendio maxime inserviet vel ^^^ vel^of sup- 
ponere = i. 

Supra dictum est, generaliter nos gradum approximationis , quem 
aequatio {JSf^g) indicat, ergo bic quartum assequi posse; exceptio au- 

tem huius regulae, in promptu est. Quodsi enim quantitates d^ d^ 

infinitae evadunt, habetur 

= ^o.i + ^i.i « + 2 J^^ h (a) 

quare, cum ex aequatione prima sequatur: 

y/o.o + tf^t.o +«''^«.0 +* {^0.1 +^-^1.1 + A^o.f} a= a 
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simul esse debet: j^^ ^ ^^^^ ^ ^.j^^ _ ^,^^^ . , 

Quainqtiam yero . hoc casu non aequationes II. sed generalio- 
res I- applicandae sunt^ nihilominus relationes a et /3 subsistunt, quae 
^utem an cum aequatione C^ =r^y quae ad quartum approximationis 
gi*iKlum pertinety consentiant nec ne, nonnisi ex speciali problematis na- 
tora diiudicare licet ; sin minus, gradus iste locum habere nequit. Erro- 
neum denique esset, putare^ unam ex relationibus a et /3 ad determina* 
tionem coefficientis arbitrarii adhiberi posse^ ita ut quinque restent coeffi* 
cientes aUunde definiendi ; nam si nuUus eorum unitati aequalis ponitur^ 
nil. aliud fit, nisi quod omnes aliqua quantitate multiplicentur/ quo eorum 
mutua relatio non mutatur. 

Deinde ordo approximationis per formulas IV« indicatus eo nun« 
quam casu obtineri potest, quo pro functione <{> productum ex factori* 
bus inferiorum ordinum accipitur, ita ut ^ indefinite in tales factores 
resolvi queat. 

Postremo onmia hoc art. dicta de lineis dupliciter curvis eodem 
iure Talent, quippe quae tanquam duo systemata functionum absolu* 
tarum et approximantium 

ip(jC,y)=0 ^f {Xy Z)=0 

dusdem yariabilis independentis cum eodem valore pro approximatione 
spectandae sunt. 

11. 

Hactenus de problematis in hac sectione propositi resolutione ge- 
nerali. Supersunt quaedam notanda de casu^ quo pro yaloribus extre- 
mis functionis absolutae functio approximans quaeritur. Hic tunc Umes 
appellari solet , cuius manifesto duo sunt genera , prout Tariabilis depen- 
densy dum ad valores suos extremos appropinquat, continuo sive crescat 
sive decrescat. De hoc argumento praecipue sequentia tootari oportet. 

I. De limite primi vel . secundi generis functionis cuiusdam quaeri 
non potest^ quoties iam pro valoribus independentium ab iis pro 

E2 
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approximatione(^) diversis functio valorem suum absolute maximum vel 
minimum attingit(2), verum enim vero maximi minimive ipsi relatiVi 
ad limitem quendam vergere possunt ; e. g. proposita aequatione z = a 
-f- ^^^ ^ y existente ipso e > i, erit quantitas a ipsius z limes pro x et 
^ = 00. Pro quovis alio valore ipsius jr functio b sin x obtinet valorem 
relative maximum statuendo o: = .^ t; cum vero sina: unitatem superare 
nequeat, et <?^ = 00 pro j^ = 00 , erit functionis a + ^ — — limes primt 
et secundi generis = a , prout x inter 2 n t el (2n + i) ir vel inter 
(2 71 + 1) T et (2 /2 + 2) T accipitur (^). 

n. Quoties de limitibus agitur, cum una pluresve independentium 
valorem sive 00 induunt , primo quaeri potest, an aequationes 1« art. 4. 
adhuc locum habeant. Ponamus j: recipere valorem 00, unde in for- 
mulis art. 4. provenirent quidem expressiones nXi f (00+ k, jr), quibus 
vero evitatis manifesto nihil adest, ex quo contra hoc theorema dubium 
petere possit. Hunc igitur in finem si statuitur a: = -p, £iiacliof(x^) 
transibit in aliam, fi^yj^y in qua certo ipsius ^ loco ponere licet ^H-iV 
quo facto de functionibus y(^, ^), [fi^-hif ^) etc. ^<f> (^,7) etc. idem erit 
tenendum ac supra de functionibus f(pc,y), fip^ + ^y Y) ^tc. ^{pc^y) ctc, 
et valor pro approximatione ipsius ^ erit =0. Manifesto eadem ,. : si 
etiam pro ipiso ^ substituendum est— , valent, ac profunctionibus/(a:,j^)^ 
^{Xij) etc. tunc statim introducendae sunt f{^yy\), *^(^»>?). 

Praeterea si aliter loco aequationum II. generaliores I. applicari 
debuissent, ambages hinc prodeuntes per huius modi substitutiones sae- 
pius evitantur, quibus scilicet fit, ut nihilominus aequationibus II. uti 
possis. 

(^) Hi Yalores, quibus casu, quem tractamus, Taloi*es dependentis extremi (nil inter- 
est, ai^ finiti an infiniti ) respondent, ipsi yel finiti yel infiniti esse possunt, qua de re non 
uisi ex functionis cuiusdam proposltae natura iudicare licet. Sic in aequatione ^: ^~^ 



ipsa y recipit yalorem as 00 pro :r 8 ± ^, et - valorem bs: a pro j: a ± oa 

(^) . Exjcipi tamen debet easus, ubi sicuti in exemplo praecedente hi yalores, absolute 

maximi yel minimi, ipsi sunt valores dependen1;is extremi, siye ubi functio plura syste- 

mata, ut ita dicam, yalorum dependentis gignit. 
(^) Confer infra art. 19, 3. 
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m. Quae aiticulis ^rt. 6. et; 7. de gradu approximationis exposita 
sunt^ sine dubio de gradu sive ordiue limitis nou minus generaliterlo* 
cum tenent , . atque pro (p, si erit functio algebraica ^ f unctio implicita 
CD + 1 Tariabilium erit accipienda. Hic vero saepius termini^ qui ob 
maioi^m coefficientium numerum in t^li foi*ma indeterminati et pro or- 
dine superipre approximatioiais plus quam determinati sunt , ex. aequa^ 
tione primay scilicet 0^,^=^^'^, plane reiiciendi sunt; insuper, etiaBQ^i 
modo una yariabilis iiidependens adest, interdum accidit, ut ob termi** 
nos hosce reiiciendos ordinem approximationis siye limitis^ quem for- 
mula A-r— = i» + i indicat, assequi non libeat; quae exemplis infra 
exponendis iam darius elucebunt. 

Geterum- in theoria limitum existit casus late patens, quo pro li- 
mitibus omnem bs^o disquisilionem remoTcre et cdefficientes functionis 
approximantis faciliori algorithmo definire licet. 

12. 

Quae ut locum habeant^ requiritur, I"^ uty*.tanquam functio im- 
plicita spectata in seriem secundum dimensiones yariabilium progre^ 
dientem conyartt possit ea lege^ ut summae terminorum ordinis cuius^ 
yis seriem conyergentem constituant, et, etiamsi nulli omnino yariabiU 
yaLor aliquis specialis tribuitur^ de binis tamen quibusyis eiusmodi sum- 
mis se insequentibus diiudicare liceat» an altera» dum yariabiles, quibus 
canstant > ad limitem suum oonyergunt, in qualibet riatione maibr quam 
altera fieri possit. Nominemus brevitatis gratia. eiusmodi membra^ quae 
plurimum ad yalprem functionis confeiimt^ membm capitaliay et termi- 
nos^ qui membris hisce insunt, temiinos oapitales. Deinde IP'' requiri- 
tur^ ut functioni (p, eleyando eam ad potentiam quandam, forma con- 
dliari possit^ quae in membris capilalibus eorumque terminis. singulis, 
quoad expopentes earundem yariabilium, quatenusque pro ordine fun- 
ctionis <f> fieri licet, cum functione /qonspiret. 

His enim positis , facile intelligitur , inter omnes functiones 
eiusdem ordinis n f unctionem (p ad illam / maxime accedere , siye esse 
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Hitntim stimmi gi*adtis pro fftcultate i{)siud f , si htiius coefficientes ita 
determinantut*, nt termini capltales utriusc[ue evoluiionis identici evadant, 
id quod iisddm ao aequdtidnes I. ^t II. nititur ptjncipiis. Yice y^eim 
^levtodo functionem f ad potentiam fractam interdum ei foima tribui 
pdte^t cUm gentiina ipsius (p quoad terminos c^pitales conspiraHs. Quod 
vefo cum irreitionalitas , et disquisitiones difficiliores de convergesntia se- 
riei hine Otiundae valde intricatum reddant^ methodus prior, sciUcet 
p^r eletatidtlem ipsius f ^ saepius hac applicanda eril , qu^ ceteram Gl. 
Biot iii asymptotas hyperbolae itiquirens utitur. 

Immo si determinatione ista coefficientium uti nolis^ metfaodus ta- 
men eo facit^ ut forma vera ipsius (p innotescat, id est^ ut cognoscatur, 
quinam t^rmini ex forma generali n** ordinis reitckudi sint. 

Haud raro quidem valores colifficientium hine prodeuntes duplici 
signo ± afTecti erunt. Utnnn vero eligendum, plerumque sine negotio 
ea lege definitur, ut valores dependentium ex utraque functione prove- 
nientes idem signum habeant. 

Qoodsi cresoente variabili qnadam aliae deeresouut, sive contra^ 
in evohilione function«m f et (^ termini occurrent^ qui ad expressio- 
nem ^ appropinquant , dfe cpiibus ergo , an menibris CBpitalibus adnu«- 
merandi sint nec ne, inoeiium erit. Hi vero termini saepissime re* 
moventur ope substitutionum art« praec. indicatarum> scilicet ponendo 
X ssi-p , atque multiplicando deinde totam expressionem per summam^ 
quae iUiuB dtKnonunatoribus inest, potestatem ipsius ^. Hinc quidem 
ordo functionis ^ ndeo ad duplo maiorem^ puta 2n"^ (quia aequatio 
X ss-l l;ive ^^ttn 1 est revera secundi gradus) augeri potest, eed nihil 
id yeiert; quoniam numerus coefficientium inde non augetur, ac^ si 
peracto calculo restituitur ^ = — , ordo prior redibit. 

Denique notandum est, ordinis nullius limitem saepius sine uilo 
cakulo constare^ de quo aequatio 22S/1 + — ^^ (art.ll.) iam praebuil 
exemplum. Similiter proposita aequatione: 
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^ x^ ^ ay "♦" ^^ "■" ♦ 

+ j^» + orjr» •+- 

+ y * 

+ etc. 
patet, i{aantitatem ^^ p pro crescentibus x et yr es^ ipsius a limiteia 
constantem siye ordinis nuUius^ excepto tamen casu eo^ quo series in in- 
finitum excurrunt^ simul^ue coefficientes ^^ ^ etc. siye toti siye quaedam 
eorum partes seriem hypergeometricam, cpiae non nisi numeros unitate 
maiores recipit, coustitumit e. g. ^^,o ='5i»3.5...,(2/x — i)^ -^o,r= 2.4.6... 
... 2 V, ^^^, = 1 .3... (2|Lt — .i):»2«4 ... 2 V, vel -icf^=;s producto ex numeria 
^to ^i yto BernouUiauo, vel ^^^^ = a* existente a > i. 

Postremo absque uUa ipTestigatipne ulteriori Umitem ordinis nuL 
Uus existere, cartiores sumus, quoties constat, difierentias inter binoa 
yalores consecutiv-os yariabiUs dependentis continuo eodem signo affectas 
decrescere, dum tcI semper crescunt, yel semper decrescuat indepen- 
dentes, et hisce positis x oo vel = o dependentem non abire in infinitum. 

13. 

Quodsi praeqedentia ad geometriam appUcantur, perspicuum est, 
if> indicare Umitem geometricum, ad quem cons^uctio functionis ab#o- 
lutae f Tergit, id est : figuram eius asymptoticam« llinc ad iUustrandum 
articulum praecedentem duo exempla geometrica adiungamus, quae in- 
super erit occasio de mte&odD d. Euler in iuTestfgandis curTarum asym- 
ptotis, siTe generaUus de Umitibus functioiium ujiius TariabiUs quaedam 
in medium proferre. 

Primo quaeratur Umes siTC asymptota primi gradus curTarum se» 
cundi gradus. Sit itaque - 

<l> {xyx) = = aa: + bjr + c, (l,a) 

f(x) =7-=V^a: + (^^i)4:* (1,A) 
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(jua aequatione, indicante p parametraum ete excentricitatem(^) omnes 
secundi ordinis curvae representantur. 

Gum ipsae o: et ^ simul aequales fiant nihilo^ de limite secundi ge- 
neris (sive yersus nihilum) sermo ess6 non potest. Respectu alterius ge^ 
neris primo quaeritur^ an y obtineat yalorem maximum absolutum pro 
yalore aliqno ipsius x diverso ab eius valore pro approximatione. Cum 
ex aequatione -e^ = o = — . - ^ z===, prodeat jc = - , ; . et r 

= Y Tf^ y sequitur^ proe* <i ansolute maumum ipsius^ valorem adr 

esse, quippe pro quo habetur f = — 2 iinU— . Investigemus igitur 
limitem pro « > 1 statuendo o: = — , ^=- unde aequationes (1) tran- 
sibunt in: 

et f =sari+ b^ -t- e^ft sso 

atque prodit: 

3ii i p% ^ ( ^^^^ ^^ * — * 



(2) 



«^^ _„ ... \ pro^=»|=o(3) 



^' (p^'-.)"^ * (Pl-M*-.)'^ "■^^ («'^ 

Itaque pro ^ = 1 est ^ = ^-^ = 00 , unde, cum pro ^ = if = 
esse debeat y^ = *^^ (art. 11.), sequitur theorema notum, parabolam, 
quippe cui respondet pro <? = 1 aequatio (1,^), ad lineam infinite re- 
motam et axi paralellam, sive cursum parabolae ad paralellismum cum 
axi magis magisque convergere. 

Pro e > 1 vero fit per aequationes 2 et 3 : 



sive 



j^x^e* — 



^Ve^^i' 



(^) Secundum scilicet morem astronomiae recentioris. 
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quae est aequatio asymptotae Jbyperbolae, abscissis. ex vertice computa* 
tis^ positisque axe maiori = SL > minori sz^ b^ formam communem induit 

y = — a? + b. 
•^ a 

Quod si ad determinandos coefficientes functionis ^ methodo ar- 
ticuli 12. uti velisy perinde aec[uationes (1) atque (2) adhibere poteris, 
quia ar et / simul crescunt. Hinc habetur 

ex (i) ex (2) 

^si, as^V^e'— 1, 2acss/7 6=si, aaBsdbVV--7, tacssp 

Signa coefficientium facile eruuntur; nam cum in aequationibus (1) 
et (2) quantitates 7* et 11 cum ipsis x et ^ sunt homogeneae (quoties ra- 
dices positivae accipiunlur), patet in formulis^ = — vff^tll (1) et *i =r 

— ^-^ (2) necessario etiam — — quantitatem positivam esse, unde 

seqiiitur 

a = -VP^ et c ^-^ 

atque hinc 

jr= xi/eV— 1 + ;;^7» 

id quod supra iuTenimus. 

14. 

Secundum praebeat conchois exemplum, dum quaeratur limes 
secundi ordinis maxime appropinquans. 

Distet conchoidis centrum, quod sit initium coordinatarum, aTer* 
tice et polo resp. lineis a et b, ita ut sit (a+b) distantia poli a yertice 
remotissimo, TCrsus quem abscissae x positivae accipiuntur. Quibus 
positis est aequatio conchoidis 

x' + a:y^ + 2bx^—(a^^b')x'—2a^bx — a^b' = oC) (1) 



(*) a. SchmieUs Anfangsgrunde der Maihemadk 3'' Theil !"• Abtheiluyg. %. 199. 
Euler introd. II. S* 520. 

F 
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Sit porro aequatio generalis sectionis conicae 

ff}(x,y)^OBr.Jx^ 't-Bjcj''h'€y -^Dx-i^Ey + Psso (2) 
Gum sit per (1) 

facile perspicitur, omnes quotientes diSerentiales fieri ^ oo pro o: = o, 
quam ob rem statuatur jr^z-, unde erit pro concliiode : 

X (3) 

pro sectione CDnica: 

^x«+iB^ + ^+/?^+- + i^=o (4) 

Ex f ormula (3) elucet , ipsos ac et i) simul aequales fieri nihilo ; 
formula (4) autem praebet: 

Bx-^E . l/f n^^( Bfc-^E \^\ 

^^^^ ^=- 2(^x»-f-Z>x+/0 - ^{"^'^T W + Z^x-f-i^) J (6) 

itaque pro a: = i) = o 



o=_i„±y{Z^:;r^, 



unde sequitur (7 = o. Gum \«ro posito = 0, formula (5) omnino daret 
9) = 0; quoties radix positiva acciperetur, perspicuum est, negativam esse 
sumendam^ unde babetur »»= — ( t,j) ^f )' Hac autem in aequa- 
tione, ut pro oo = o fiat ti = o, certo supponendum est i? = o, unde pro 
sectione conica statui oportebit aequationem: 

Bx 
^^ Aa^ + Da> + F <6) 

atque ex formtila generaliori (2) plane reiiciendi sunt termini Cjr^ et Ej: 
Statuamus deinde brevitatis gratia: 

a"" b^ +2a^ b x + {a^ — b^) x^ —2b x^ — x' = Q 
et Ax^ + Dx-^F^q) 

quo facto erit: 
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pro conchoide. 



3n, 
3* 






8<? * §1£ A /9<?\* 
3* « ax' 4 * V3x/ 



3'.!^ dx t dx^ 



dx 

3'",. 

ax»' 



/^ *3'Qx /9/8Qx« 3 8Q3'Q\ 

V.ax'^73P;"^UV3S/ ■^^'^aiaP;/ 



Q^ 



1.3.5 
2.2.2 



Q^ 



Q^ 



ergo pro x 


= *|: 


= 


X 




3, 

ax'" a* — 


B 
F' 


3x»"~" 


9 


2BD 



pro sectione conica. 

dx q y* 

8*Tj_g^2^jr-4-2>)+Jx.«^ 2Bx(tjix^Dy 



dx 



9' 



V ij_ eJB 6B(2Ax+Dy+itBJx(2jix+D) 
6Bx(2jix-*-D)^ 



8x> Q 



9 

7P 



JB BD^ 



4Uide sequitur: 



y^ r. i^ L ^ A b 



atque restituto — =^, 



r = 



sa 



flB*-f-aa;-f-aA 






(7)5 



quae est aequatio hyperbolae, cuius altera asymptota cum axe ipsarum 

/ identica est. Huius deinde hyperbolae natura ut plane innotescat> 

duae yiae patent. Nam 1) cum sit alterius asymptotae aequatio: y = 

x + a, itaque centrum hyperbolae in axe ipsarum ^ situm quanti- 

tate a distet ab initio coordinatarum , hinc h'cet deducere coordinatas 

yerticis hyperbolae duasqne quantitates eius naturam determinantes, pro 

quibusy ut ultimae expressiones brevissimae eradant, parameter et ex- 

centricitas accipiantur. Vel 2) coordinatae aequationis (7) ita inunu- 

tari possunt , ut novis x , / hyperbola exprimatur per aequationem : 

11 1 

Prior methodus quamquam minus elegans aliquanto tamen brevior est. 

{^) Signa iU^ quibus affiecti txmX ipsi (^ ^ Q' etc, contraria adhibere debent, si in 
aequatione tertia radix negatiya consideratur. 
> F 2 
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Quae supra methodo generaliori sunt deducta, per illam articulo 12 
expositam breviori calculo obtinere licuisset^ ponendo vel j^=- vel a:=4- 
Pro /■ =— habemus per aequationem (6): 

sive 

F^ 2 2 DF t /D* . AF\ a « . AD- 3 » ^* 4 « 
-^»)'— jj"+2-^a:»|' + (^-^+2-g5Jj:'n* + 3-^a:'»l'+ -gja:*»i'=o; 

aequatio (3) autem praebet: 

a^b'yi*—x^+2a^bxf\'+(a*—b^)x'n^^2ix^f\*—x'fi' = o (8); 

unde prodit: 

- = ±«i. - = ±a, ^=±3-, 

in quibus facile intelligitur signa inferiora accipienda esse, ut quantitad 
9) eodem signo in utraque functione sit aSecta, quod eo redit quantita*- 
tem JB negativam statuere, quoties Al, D, F positivae sunt acceptae. 
Ponendo o: = ^^ ex functione absoluta prodit : 

a'b'^'— y ^' + 2 aH^' + (v' — b')^'— 2 b^— 1 = 0. 
£x functione vero approximante^ quae nunc fit 

obtinetur quadrando: 

unde comparatis eoruudem terminorum(') coeiHcientibus, babitaq^ue de 

signo ipsius j' pro ^ =s oo debita ratione, uti supra prodibit : 

F , D ^ . * 

^^^aby 5 = -«, 5 = + i5- 

15. 
£ praecedentibus exemplis elucet> plane eodem redire, limJtem cu- 
iusdam ordinis alque eiusdem ordinis asymptotam quaerere, aimulque 
patet huius asymptotae vel limitis aequationem factorem membrorum 



(*) Incipiendo scilicet a capitalibus ad sinistram positis. 
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capitalium functionis absolulae^ .si utraque functio nihilo aequatur^ 

^S56'po»s64 Theoretiia Vero: 

• desiguante y :st? «eqiaatioiiedi duarum variabiliuin algebraicam biv 

diiiis vf^ i haoic nullum habere limitem sive polius functionem li- 

mitantem^ vel curvam hac aequatione expressam nuUas habere asym- 

ptotas^ quoties complesLUS terminorum n'"^ (altissimae) dimensionis 

itt factores reales resolvi neqnedt, 

cL£uler(^) ea demonstratione stabilire voluit, ut, supposito, complexum 

terminorum n*^ dimensionis involvere non alios factores nisi formae 

a*a:* — 2 ab xjr cos^^+i^j^, ac statuendo aut x aut ^ aut utramque 

= oo, termini istt-capitales -tel oo^. vel- immo aitiores potestates infiniti 

includerent, quae nec. ipsi. infinito (^) nec nihilo aequales esse possent. 

Verum enim verp. nostra quidem opinione haec demonstratio non 

omni rigore gaudet^ cum valde sit dubitandum, an de potestatibus infi- 

niti eodem modo quo de quantitatibus , quae proprie dicuntur, sive de 

quantitatibus finitis Ipqui liceat.. Hinc accuratiorem hanc adstruamus 

theorematis propositi demonstrationem. 

Primo patet, fuhctionemy, si tota per formam primi gradus ax 

-k-by-^-c divisibilis esset, valorem realem ipsius^ pro quolibet ipsiuso: 

suppedilare, quia aequatio 

a a: -h bjr + c = 

talem praebet. Cuius yero bini termini a o: + bj tunc etiam faciores 

sunt cpmplexus terminorum »'*' dimensionis functionis f (quem com- 

plexum brevitatis gratia membnmi summum appellare liccbit) , uti muki^- 

plicando formam completam ordinis (n — i)'' et duos variabiles induden- 

tem per factorem aor^-^^-H^/ facile intelligitur. Quodsi igitur mem* 

brum summum non nisi factoribus imaginariis constat, certo nulla forma 

realis primi gradus ' existit , qua tota functie sit divisibilis^ ergoque ex 

eiusmodi factoribus nullus ipsius j- valor realis deduci potcsrit. 

(*) Introductio in Analysin ctc. ?. II. cap.VII. §.167. 

(') Nam eo casu in aequationey^^o plura inferiorum ordinum membra in infinitum 
abire et hinc ipsae expressiones uti oo, oo' etc. oriri possunt. 
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... 16.,-. . . .. • 

Sed rarissimo evenit^ ut tota quaedsim fmotio ootnpleU n'' prdir 
nis duainim. Tariabiliuin factores inferaoris gradus yel reales^.Tel imagi- 
narios inTolTat(^). Quo casu, quamquata argumesQ.tatio art« praec» locum 



(^) Duae eniiii solae existunt functioniiiti sj^ies, qnxis semper in fiictores tcI reales 
Tel imaginarios dissolyere licet; sunt nemp^ fiinctiones unius TariaLilis et homogeneae 
duarum; reli<juae vero functiones, praesertim completae duarum pluriumye Tariabilium, 
generaliter dissolyi nequeunt. ScHema enim generale huiusmodi functionis est: 

I a ' ^ n 



n— I 



-4-&r--^ -#.i^-2y 4.*a---5^-f. -f-^y^* ,:{a) 

-H '.i .^.. . . 

-f- u^ + 2^jr + K s 0, 
'vaide statuto jcs»^^, prodit forma 

^r"!^^' +«!'"' ■*-«?*-' + ^|'^^ + ..... «} 

^f— i+^g— 2+^|— 3^. ^ j (^) 

-Hr~^ {<i?*"'-^^^— 'H "^'} 



-*-^|i^^-4-u}-hK»aO 



quam c^rto pro quovis ipsius ^ Talore tanquam functionem unius Tariabilis spectare li^ 
cet. Quodautem ul indefimte fieri possit, requiritur, at stft 

^^— *-h*^— '-f-....4-T' • 1 j. 

-1 : — p2 — ^ ^ , — . j — j. 32; summae smguiarum radicum, 

fl|*-Ha|""*-h«|""?-h....-ha 

I I n— » /- 

. cg"-^ ■4^cg'*-^ ^^ '.««.-f-c J summae productorum 

t» . ' fc.-i . ' fci-a . ^ ^»-3 . . " I e- binis radicibus, 

^^""^ 4-....-!-^ _ J summae productorum 

citc. etc. , 



Digitized by 



Google 



47 

non l^beaty e faetbrihas tamien merabri tumim yalores ip$iui y prodi- 
baiit, adqao6 uiias ek valoribuB^quos/so auppeditat^ crescente ipso o: 
magis magisque appropinquat , unde sequitur, si isti factorea oihiies 

^Uins coadilioaibtM stmul oraiiibiiff ea lege 8ati«fieri nequit, ut ipemk ^ remaiMAt \sik* 
ddfinitniHt q«od ewDf «tH pi^ pHniia, resplTeaiio q^aQtitatan . . 

; I • • • n 

itt fractiones «impUces elfici peiieBt, iMtica noa aeqnttur, hm»^ quae eittgidae radicet es^ 
sent, reliq[iii8 conditlonibua respondere. Id iam apparet ponendo /1=2, quo £icto prodit 



(1 g ^ A) ^ 

• sive r^+J' H ; r=0» 

atque htnc resolyendo in firactiones simpliees: 



I I 1 /.» • 1 . f "l/i a 

2*a^ — &a-J-&ra'— :4aa % ab — ha — h\ d^ — 4aa 



tT . et 



.2al^>-»«a{e*k!5p«l} ^ta)/>I^\^J-J^^ 



Secunda Vero conditlo iiiCert: 
a^h^-^aabh-^aah^ 



unde resultat aequatio conditionalis : 

II a 9 11 

<ih^ + fl'c +««A-* — Kaac — ahb =: o 



pix>ducto harum fractionum, 



cul manlfissLo non nisl casu specialissimo quanliutes aa,...^ hh..*.j etc. satis&cient. 
Quo existente insuper in Geometria, pi*out habetur simul a' — 4aa <o yel >0, aequa^ 
tlones pro ellipsi et bjperbola unum punctum tcI lineam rectam exhibent (Biot Geom. 
232 et 24'4), qua 1n re £ffsreixtia inde oritur, quod existenjte a* -^^aa^o nidieet ae* 
quationes a^* -f- a^ + anso fiant Imaglnariae. 

Facile denique perspicitur, si functioyao in Csictores formae ux -^ Hy •^ y 
resolyi potest, timc sjstema quoddam Talorum ipsius y er J^sso deductum cum iis, quos 
dx-^^fiy-^y^tf suppeditaret, plane oongruere, ideoque pef lineam rectam repraesen^ 
taripcysse* 
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sunt ixnftgioarii, eerto TBlorem quendaixL ipsios x exittefe> ultnt (juemy 
si crescit haec i^ariabilis ^ aequatio J ^ o non nisi Talores imaginarioa 
produceret. 

Quo autem clarius eluceat, factores membri summi Talores appro- 
zimantes ad eos, qui ex f=. o nascuntur, praebere, distinguendum qui- 
dem est, pro permagnis saltem independentis x yaloribus an crescente 
ipsa X secundum functionis / naturam quantitas dependens y simul cre- 
scat, an decrescat. Sed quoniam introducendo angulum arbitrarium yel 
subsUtutione 7^ = *— casus secundus ad priorem reduci potest, sufiiciet bunc. 
solum perpendere. 

Sit X = ^jTy erit aequationis n'^ gradus inter dnas Tariabiles schema 
generale : 

Gum non nisi in aequationibus primi gradus incrementa Tariabilium sint 
inter se proportionalia , in aequatione n^ ordinis altera Tariabilis ma- 
gis quam altera crescit. Quamobrem statuamus, quantitatem x magis 
crescere quam 7*, unde pro magnis certe Tariabilium Taloribus erit ^ > 1. 
Quare cum membrum summum sohim id sit^ quod terminum y ^' con- 
tineat, ac crescente ^ ob aequationem x = ^jr et ^>i ipsa / crescat^ 
patet, Talorem ipsius ^ tantum accipi posse, ut membrum summum sum- 
inam omnium reliquorum quavis quantitate superet; ideoque aequa- 
tiones 

r (n^ -^a^-' + +a) = o 

siTC ax' +ax'"'^j^+ax'^*jr* + +ar^r=o 

Talores pro Tariabili jr suppeditabuntv ad quos unus saltem eorum, qui 

ex aequatione f—o nascuntur^ perpetuo crescente Tariabili x magis 

magisque Terget. Aequationibus (2) autem, quarum a^ — /3 Telaa: — /B/- 

sit radix aliqua, satisfit formuh*s: 

• a^ — /3 = siTC ax — (ijr = o (3) . 

e quibus igitur cum pro quantocunque ipsius x tcI ^ Talore realis 

etiam ipsius^ enascatur^ et ex aequationibus (2) et hinc ex aequatione (1) 
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realis ipsius j valor pro satis magnis alterius yariabilis oriri potest. 
Quodsi Tero aequationes (3) omnesque iis similes noh nisi yalores ima- 
ginarios dependentis ^* gignunt^ eodem modo ratiocinando sequitur, yalo- 
res quantitatis x yel ^ lantos accipi posse^ ut yalores ipsius/ omnes enfzszo 
nati^ ad quorum quemlibet unus ex systemate aequationum^ cuiusmodi 
sunt ipsae (3), appropinquat^ et ipsi fiant imaginarii, ergoque ad limitem 
reales yalores suppeditantem accedere nequeant, unde pro Taloribus ex- 
tremis absolutae variabilis existit functio ad eiusmodi functionem appro- 
ximans nuUa. 

Ratiocinatio praecedens eo nititur, quod in functione absoluta 
summa potestas ipsius x adsit, quae contra si deesset, facile introduci 
poterit ponendo : x=lx cos -v^ — jr sin %^, ^ = a: sin -v^ 4-^ cos •v^, ita ut 
coefficiens ipsius x* diflferat a ciSra; imde orietur functio absoluta priori 
aequiyalens, quippe quae eandem curyam repraes^ntat. Generaliter nul- 
lum est dubium, quin tali subslitutione facta, pro functione incompleta 
completa erui possit. , 

17. 

Superesti ut methodus, quam cl« Euler theoremate art. 16. nisus, 
in investigandis asymptotis adhibuit, breviore fortasse modo e^Lplicetur^ 
quo facto deinde eam cum illa, quae superioribus articulis proposita 
est, comparare licebit. 

Methodus clarissimi autoris, qua ad eruendam functionem approxi- 
mantem ex factoribus membri summi inter se inaequalibus utitur, eo 
redit, ut quaeratur limes constans sive ordinis nuUius, ad quem membra 
subsequentia divisa per reliquos factpres membri summi accedant, post- 
quam divisione aut multiplicatione necessaria per potestatem factoris primi 
gradus iix^^vjr facta ad dimensionem nuUam reducta sunt, ut eviten^ 
tur expressiones in infinitum excurrentes ex iUa divisione per reliquos 
factores orturae, 

Sit membrum summum -^P, summa terminorum sive membrum 
(n— ly dimensionis = ^etc, fl^4^^--'+.J=P\ i^-'+*^"-'+..+fc=Q* 

etc, deinde ipsius P factores simplices ax — djr, ax — hijr, ax — /3jr, 

G 
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quibus etiam nonnuUi imaginarii interesse possunt; statuaxnus; primum 
nempe ax^lojr sive a^ — d esse realem et 

P P* 

1 i = il/, ac 1 r =: M^ . 

Hinc erit: 

o=/=i> + ^ + i{-|-*S'+..... (4) 

P=yP\ Q=y''Q\^ R=yR\, etc. (5) 

M= (ax — ^j) (ax — fif) (ax — /3^), (6) 

^*=K-^K-/3) (a^-h)=~, (7) 

I. Quibus positis functio limitans sive asymptota primi gradus, 
quae ex factore ax — Hjr sire a^ — /5 demanat, obtinetur, si in quanti- 
tate M^ valor ipsius ^ ex aequationibus (3) (art. praec.) substituitur ; 
quo factOy si ponitur -^zizp, erit functio quaesita: 

«ive ax — fijr + /? = o. (8) 

Haec functio ex omnibus aliis primi gradus ad functionem f pro- 
xime accedit; nam, uti ex art. 15. constat, systema quoddam valorum 
ipsius / ex aequatione f=o derivatum cum valoribuS; quos aequationes 
(8)pro/ praebent^ plane congrueret, si functioyuniversa per aa; — Pj^+p 
«ive per jr -+- r^-r divisibilis esset. Quae autem divisio quo minus (sc. 
absque residuo) peragi possit, non nisi membra ipso Q inferiora impe- 
diunty quia tam quantitas r^ quam fractio simplex, cuius denominator 
=a^ — ^p» ex fractione -^ eadem prorsus methodo derivantur, quippe quae 
eo redit, ut reiecto ex ipso P^ factore a^ — p, et in reliquis factoribus 
et in ipso Q^ (sive in fractione -^J ponatur ^ = x; unde sequitur, quod 
ad membra altissima P et Q attineat, expressionem ax — fix+p tanquam 
factorem totius functionis J spectari posse , sive functionem n*^ ordiniSi 
quoad membraPet Q cum ipsa /^ conspirantem, sed factoremoo; — Pj^+p 
involventem nonnisi membris inferioribus, puta jR, A^etc, ab ipsa^* dis- 
crepare (*). 

{') Vid. nota (2) art. 16. 
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Denique niiUo negotio intelligitor^ substitutionem valoris ipsius ^ 
ex aequatioiie a^ — p=ro identicam esse cum ea cel. Euler^ puta-^=-j 
sive jrrszoL, x — (^ in fractione ^. 

Membra aequationi^ (4) reliqua non considerantur^ quia fractiones 

J? S R S^ 

W M ^*^' ^^^^ ^' li^ ^^^* dimensionis — i, — 2 etc. respectu ipsius ^, 
ergo crescente hac quantitate ad nihilum Vergunt; ^ vero cum sit nul- 
lius dimensionis, Tersus quantitatem constantem appropinquat (^). 

Hanc ob causam existente ^ = erit etiam /? = 0, nec approxima- 
tio simili substitutione in reliquis membris facta augeri potest, quod in- 
super omni rigore boc modo demonstrare licet. Si Q evanescit, aequa- 
tio (1) facili transpositione mutatur in 

Quae si tanquam aequatio solius jr consideratur, coefficiens ^ ma- 
nifesto est summa productorum e binis radicibus. Sint istae radices 
^ ^\ , g ^^ g etc, sive brevius — , -^etc, sit porro horum pro- 
ductorum summa = C {-^l , et exdusis productis , quae radicem -^ 
implicant, = C^^u simili deinde modo C -^ summa radicum praeter 
-£— , denique statuamus F^^^ = *' ^ ' . His positis erit 



ipsius y' coefficiens = Jr = c\^ = |.^| + C |^| = (a) 

insiusr-^coeffic -^' - chl- ^'^^' '^^ ^ P'C\p,\.r,,,+C\pA.r^, . 
ipsmsj coemc _^,_c|'^ |— ^^^, — ^j—j^, {d) 



(^) Ck)nf. art. seq. 

G2 
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ubi reductis ad eundem denominaiorexii fractionibus ^—^ y ^^-etc. • pro 
K et fJi indices sumendi sunt radicum, quae eiusmodi productum ali- 
quod constituunt (^), et C \p^\ etc. eodem sensu ac C^ etc. sed omis- 
sis diyisoribus acceptum est^ atque ultimae relaliones in aequationibus (a) 
et (b) ex combinationum theoria immediate sequuntur (^). 
Itaque, cum ex aequationibus (a) sit 



'^^^=„^,,^.,c\^ 



prodit pro v^ = o necessario esse p = o, ut Q^ sive Q, uti suppositum 
est, fieri possit =o. Quieare cum hinc habeatur 

M'~ M^ ' 

Fy^ autem in hisce pro4uctis factorem v^ contineat^ pro t;^ =o necessario 
fit m^ =0« At de Talore ipsius -^ pro t;^ =o agitur, dum quaeritur^ an 
casu, quo ^ = o, simili substitutione ex v^ =;o in reliquis membris facta 
approximatio augeri possit. Sponte deinde perspicitur/ eodem modo nos 
ratiocinari posse casu, quo existente i{ = o de yalore ipsius -m quaeri- 
tur, et sic porro ; unde elucet^ si habetur Q = Oy per substitutionem ex 
aequatione ax — fijr = o in reliquis membris maiorem approximationem 
ea, quam ax — /5^ = o praebet, attingi non posse. 

Yix opus est monere, si plures in functione f adsint factores rea- 
les inter se diversiy de unoquoque eadem tenenda esse ac de oo: — iG|/. 

18. 

n. Quodsi yero plures adsint factores reales atque inter se aequa^ 
leSy functio approximans sive limitans fit altioris ordinis. Methodus ea- 
dem manet, modo meinbra summum sequentia ad dimensionem nullam 
reducantur. 

(*) E. g. pro J^ . ^ est X«2, f*=3. 

(*) G>nf. Thibaut Grundrifs der allgemeinen Arithmetiky p.2i. 
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Adsint factores aequales nHmero r, yidelicet (ax — ^yv (*), per quos 
ipsumP divisum statuatur = M^ = ^x""' + fa:""'""*/-*+f a:'"""*^+..,. 
• •• + f' y^' , sitque. /^^aggregatum omnium terminorum (n—ry^ dimen- 
sionis et X membrum sequens sive aggregatum terminorum (n-^r — i)''* 
dimensionis. His positis aequatio ipsius f exhiberi poterit : 

sive 



(10) 



Mp W, '(iw-i-.y)'^ "^ M, • (M»-l-.y)— ' ~ 



ubi omnia huiusmodi membra 



\ 






erunt nullius* dimensionis , ergoque crescentibus ipsis x et ^ ad limi- 
tem constantem convergunt, quicunque valores ipsis fi et v tribuantur. 
Hic Tcro limes constans prodit substituendo limitem relationis^puta -^ 
pro ipsa -^, sive ponendo;;^ = -^, quo facto scilicet potestates ar""*, 
a:""' etc. in numeratoribus et denominatoribus fractionum «rz — ^ — cr— r, 
■^. — — — Y^ ®^c- toUuntur, quippe quae sunt dimensionis nullius, si 
vero essent dimensionis — A, hac substitutione o/ in denominatore re- 
maneret, numerator autem foret constans ; quamobrem huiusmodi fractio- 

^'^^ 'M* 'M ^*^* *^^® Td^ 'mT ^^' (^^*' P™^^0 '^^rsus nihilum yergunt, 
crescente yariabili x. Gum hoc loco non nisi de relatione ^ agatur, 
substitutio indicata est identica cum ea ^ = a, o: = /B. 

Qua peracta si quantitates, in quas Q, R etc. M^ transeunt, de- 
signantur per *Q, */? etc. *ilf^, aequatio (10) fit: 

l«a?-^!rj 4..^^^p^^y_,-H,^^^p^^^y^g -f- -f- lAf, -*-»Af,Ou>H:r)^ 

^K(pP-hv>)— ^ 



(*) Sine indice. 
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vel ponendo ax — /3jr = u^ et ^^T]^'^ ^^^ 

ubi simul invenitur r=:at^ t"^* ^* x=(it. +-~^j^. 

Facile autem perspicitur relationes simpliciores reddi posse^ cum 
quantitates |li et v plane sint arbitrariae , statuendo ijl = 13, v :=z a, et 
f^\// = — , nec non loco ipsorum t^ u^ introducendo t e\ u ita, ut sit: 

a y-^fix . au-^fit at^ /3u . ' 

unde fit a = a:cos\// — ^sin%^, f = a:sin-4/+^cos%^; quare, cum per- 
acta divisione (*) per (a* +/3*)«" membrum ^*""post summum recipiat in 
coefficiente factorem 



^.„..,.,-(^). (^r-'-i (e=i)-- 



(«'+p»)» (.'+p') * 
ae<jaatio (11) transit in: 

■'-^(^)"'"''--^(^)""''--^(^r"'-*- 

-;^(^)'*^(^)'-'-'--^(^)"-'-- 03) 

Ex Lac denique aequatione functio approximans derivatur, diver- 
saque evadit, prout quantitates Q^ R etc. sint aequales nihilo, an minus, 
casuque posteriore divisibiles per {ax — Rf) vel {ax — QtjY ^*^,, vel ad 
summum per {ax — f^yy^y casuque, quo omnia membra inde ab ipso 
Q usque ad W per quantitatis (ax — f^jr) potestates altiores quam resp. 
(r— i)'*^, (r—^y^ et ^per (ax—fijy diTisibilia, sive aequalia nihilo 
essent, membrum sequentium primum, quod non evanescit sive sponte, 
sive pro ax — fijr = Oy functionem limitantem determinat. 

Patet, aequationem (13) non minus prodire^ si statim variabiles x 
et jr per ipsas t ei u exprimantur, ac deinde in membris -K-- -^ etc. po- 

(^) Qiiae fit, ut ipsum u fiat membrum summumet reliqua secnndum potestates ipsius/ 
progrediantur. 
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natur z^ s= o. Idem hoc est, quod fecit ceL Euler^ atque hinc prohan- 
tur^ quae in retinendis reiiciendisque memhrorum Q^ R etc. terminis 
yaga primo aspectu yidentur, quoniam reiecti pro tt = o eyane^cunt. 
Methodum itaque celeherrimi autoris sequenti modo enunciare licet. 
!"• Quoties memhri supremi factor^ de quo agiiur^ est com- 
plexus^ loco yariahilium, quae initio aderant, introducantur aliae ope 
aequationum (12), unde ex (ax — Byy fit u' , atque P, M, Q, R etc. 
recipient formas: 

i> = ar-'w' + ar-'-\ w'**-h Vaw- 

ergo M, =eLf" +ar"'"* . m-i- + aa'""' 

deinde Q = ht*"' -h h/"-* u + hC^ u" -h -h^bV^' 

i{ = cr-'-hcr-' w + cr-'u*-h Vcu— ' 

.y=dr-' etc. 

2^ Fiat post reductiones necessarias in omnibus memhris -^ -^ 
etc. suhstitutio u = o, usque dum perveniatur ad memhrum^ qiiod so- 
lummodo quantitatem t nec vero quantitatem u contineat. Ut autem 
cognoscatur, quaenam memhra t el u contineant, yidendum est, quinam 
e coefficientihus h, c, h, c etc. aequales sint nihilo. Cui deinde conditioni 
si nullum membrorum Q, R, S satisfacit, vel quia est ipsum =o, yel 
solummodo terminos suppeditat formae t^ u' ; memhrum ultimum con- 
stans -Tf-^posito u = o adhibeatur, quo casu functio approximans induet 
formam , K 

«^+ +«-?->=« 

Hinc prodihit functionis quaesitae forma generalior; simplicissima 
autem ohtinetur^ si memhrorum Q, R etc. tefmini tantummodo spectan- 
tur, qui eandem omnes potestatem ipsius t altissimam, e. g. deficiente 
omni altiore ipsius t potestate, f^'^ inTolvunt, cum inter quodlihet aequa- 
tionis P+ Q + jR..... -hK = o memhrum et summam suhsequentium 
ad dextram relatio intercedat, qua demonstratio art. 16. nititur. 
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Reductiones, de quibus diximus, spectant formam t^ if ^ quae 
prodit, si membra Qy R diyisibilia sunt per potestates ipsius u, Pona- 
mus e. g.| Q continere factorem vC sive haberi: 

^ = ^^-'-.1*'+^/»-'-*. u^' -I-. • .+'bM^' 
Hoc casu peracta diyisione per iC y statuendum est u = o in quo* 
tiente, cui deinde it rursus apponitur, unde e termino ^ proyeniet: 

haec autem divisio applicari nequit, quoties habetur (r^^r^ quo casu 
-^ posito z^ = evanescit. lustam esse hanc methodum^ facile sequenti 
modo perspicitur. Gum quantitates jix et i' aequationis (9) plane sint ar- 
bitrariae^ licuisset in membro ^C ^^*yj ^^ Iq^o substitutionis, quam in 
omnibus factoribus \kx + v/ fecimus ponendo jli = /3 et i^ = a, aliam par- 
tiariam adhibere, ponendo scilicet |li=/3 et v=a solummodo in r — o* — i 
factoribus, in reliquis tr vero statuendo \l—ol et v= — /3, unde quantitas 
(oa:— /3j)'in numeratore et denominatore membri ^ («x-/j^)..^aH-^)^» ^ 
quod est nullius dimensionis^ toUi potuisset^ atque accepto ipso ^Q ita, 
ut sit ^ = *^(aa: — /3^)'> post substitutionem ex aequatione u = o, sive 

ax — /3^ = 0, prodiisset: 

■ 

j^(pj^pp:^(««-/?r)' • (/3x+«r)-'"' " iy.^a-II-)^. («i-/3r)'.(/3^«r) • 

et hinc divisione per (a*-|-/3')f facta -^^^^y'^'"'^'/'^'-» 

Goefficiens ^^^?-^ j , uti supra generaliter f £2!Jl 1 '^ ^ iam quanti- 
tatibus a, b etc. inest, unde e. g. pro er = i haberetur : 

b c 

M'+ _/— «w + — r-' = o,- 

a a 

patet enim membrum Q per u divisibile non esse, quoties non sit b=o. 
Quae de membro Q dicta sunt, manifesto de reliquis etiam, si per po- 
testatem vT dividi possunt, valent. 
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His operationibus facile eveniet, ut functio ^ ipsa sit per aliquam 
Tariabilis u potestatem diTisibilis, quo casu aequatio u=o ipsa estfunctio 
limitans primi gradus. Vel si prodit aequatio formae Ait-^ Btt^^-^CT"^ 
+ ....+ i^=o^ radices babens reales, Tcluti u = k, aequatio u — Ar = o 
est functio approximaQS primi gradus^ et prodibit aliqua altioris^ sub- 
stituendo k ubique, excepto in factore u — k, loco ipsius u. 

Denique aequatio resultans imaginaria t. c. u^+ B^ = o (*) fieri 
potest^ quod ostendit, functionemy) licet membrum summum contineat 
factorem u = . "f""^'^ , nihilominus tamen pro Taloribus ipsius x tcI i, 
solummodo iis^ qui intra certos limites Tcrsantur, Talores reales ipsius 
jr Tel u suppeditare. 

19. 

Ex iis, quae articulis 16. 17. et 18. exposita sunt, coroUaria no- 
tatu fortasse haud indigna sequuntur baec. 

1) Theorema art. 16. stabilitum inTcrtere non licet^ id est, asseri 
nequit, si functionis Tariabilium x etj- membrum summum resoWi possit 
in factores reales ^rimi gradus, functionem etiam, crescente ipsa x tcI t, 
reales Talores ipsius j^ Tel u semper suppeditare; contra Tero, quoties 
membrum summum non ita est resolubile, certo Talor quidam Taria- 
bilis independentis existit^ ultra quem functio nullum amplius realem/ 
sed omnes imaginarios Tariabilis dependentis reddit Talores. 

2) Omnis functio ordinis imparis n usque in infinitum habe- 
bit Talores reales; nam numerus radicum, quas membrum summum 
a^ -4- a^ '"*-♦-.... -4-« = continet, est impar, atque casus ille exceptio- 
his> ubi, etsi membrum summum in factores resoWi potest, functio ni- 
hilominus pro quantiscunque ipsius x Taloribus reales ipsius jr non sem- 
per praebet, locum habere nequit^ nisi numerus factorum inter se ae- 
qualium est par; differentia autem inter numerum parem et imparem 
est ipsa semper impar, quamobrem, quoties n est impar, semper adsunt 

■I '■ I !■ - » ' ■ »1 I ■ ■ ■ ' ' I . . 

(^) Aequatio formae m'+^'«o prodire potest, si habetur ra2 et Qmio. 
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etiam factores aequales membri aummi, quorum numerus e$t impar(^), 
uhde functio continuo dabit valores reales. 

3) Gum quaelibet functio intra certos> sobimmodo limites valores 
reales praebens, unum absolute maximum minimumye vel plures inter 
se aequales necessario habeat> sequitur, omnem algebraicam duarum va* 
riabilium functionem» cuiuSt membrum summum non nisi factores ima* 
ginarios continet^ certo habere valores absolute maximos minimosve. 
Absolute diximus maximos minimosve, quia relative maximi minimive 
ipsi ad limitem quendam convergere possunt (^). Plures absolute maxi- 
mos minimosve inter se aequales dabit e. g. aequatio: 

j = a + b sin x + c sin p x 

existente « > 3 -4- c, b> ---^ — - — sive b . sin (— — j — > c, 

et 7r=3, i4i59 , 



atque accepto pro ipso p numero quolibet positivo integro formae 
(4m+i). Nam quoties ipsa x valorem numeri — multiplum formae 
(4m + i)— recipit, variabilis j* obtinet valores absolute maximos, et prq 
multiplis formae (4 /»-4- 3)—, valores absolute minimos. Dum vero va- 
riabilis x inde ab aliquo ipsius ?r multiplo =mr usque ad (/^4--^)^ 
crescit, membrum secundum, puta : c sin px, obtinet p vicibus valorem 
suum maximum minimumve (valores negativos hic minores quam posi- 
tivos accipiendo), quo fit, ut interea eliam ipsa jr valores relative maxi*- 
mos et minimos, eosque semper positivos, quia a>(i-|-c), recipiat, 
unde valores negativos quamtitatis c s\n px tanquam minores spectare 
licuit. Gurva per aequationem ^ = ^ + ^ sin x + c sin px repraesentata 
circa lineam distantia a ab axe abscissarum x remotam sursum deor- 
sumque serpet, semper eodem modo oscillans ob terminum csin^or. 



(^) Huc etiam casus pertmet, qao fector aliquis semel tantummodo adest 
(') G>nf. supra art. 11, 1. 
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4) Quamquam cd. Euler in investigandis asymptotis superficierum 
aecundi ordinis methodum secutus est art. 17. et 18. expositae simir 
lem(^)9 illa tamen genei*aliter ad functiones plurium variabilium ex- 
tendi nequit, contra ea , quam art. 1 1 . seq. exposuimus , ad quamlibet 
functionem applicari potest. Praeterea eatenus difierunt; quod hac functio 
maxime approximans ordinis cuiusdam nf', methodo Euleriana autem, dum 
simplicissimam eiusdem n'' ordinis exhibet^ non semper maxime approxi- 
mans prodeat; hinc gradus approximationis ipsius <p utraque methodo in- 
Tcntae longe discrepare potest. Exemplum art. 14. iam clarius haec osteh- 
dit, ubi ipsa <{> methodo Euleriana inventa per *<p indicetur. Suppo- 
nendoenim/=o esse aequationem conchoidis> fit aequatio (9) art. 18. 

a 26x^ {a^-b^) x^ 2a' bx _ a^ b^ _ 

^ + a;2-h^« x^+X^ x^-^y^ a?«+jr« " ° 

hinc (10) (*) ibid. 

« j. 2^^' (a^-b^)x'' ^a^^bx.y _£, a"^V J_ _ 

ergo (11) x«-a"A^-i^ = > = o sive /= -^ D^ 

quoniam rehqui termini posito x = q omnes evanescunt ; simulque patet; 

x = o repraesentare asymptotam vel limitem primi gradus functionis ab- 

solutae^ propterea quod pro x = q fit ^ = oo. Supra autem nacli sumus 

b 2 
xjr -♦- -— X — ax — ab = <p=o, 

8iTe ((7) art. 14.) jr = ^+ « " l^ '• 

Substituendo deinde ubique jr ■= — et quadrando obtinemus : 



f - a*b* ,,*-*« + 2a« bxr^' H- {a*-b') x' r,* - 2bx^ ,« - *S* « ((8) art 14.) 
^«a» aH' f,'-x' + 2a« bxri' + («*-**) x' n'- bx^r,' + -— »S* « 
>»= a' bf,'-x' ar 

(*) Introd. in anaL in£ etc. Append. cap.V. 
(•) Conf. a) art.praec. 

{**) Yideatar Intruductio etc. Lib.II. cap.XI. genutXIlI. linearum quarti ordinis. 

H2 
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onde patct, quamvis atrac[ue^ functio (p et *^ sit secundi ordinis, gra- 
dum tamen approximationis illius esse tertium, liuius Tcro tantummodo 
primum, c[uod> si magis placet^ extrahendo radicem ex formula (i.a) 
art 14. confirmari potest; unde prodit: 

ab. ^ i b x^ 

r = Va «^t:— etc. , 

^ % 2 a 2a 

deinde habetur: 
ex ^ 

ex*^ 

Haec postrema aequatio non minus ope methodi generalis art. 11, 
indicatae erui ' potuisset, si approximatio non altissimi gradus, quem 
functio secundi ordinis suppeditare potest, sed primi tantummodo quaere- 
retur eo modo, ut, in forma generali u^x* +Ba:jr+Cj'^ +Dx'^Ej-'t'F=o 
statuto C = o JE = o (quo obtineret Tariabilis jr in utraque functione 
eundem Talorem pro a: = o) ideinde terminis> qui quantitates x' et x 
inyolvunt^ tanquam eTanescenlibus prae ipsis xjr et jP neglectis, quan- 
titas -g-, quae sola remanet, ex quotiente differentiali -^ determinaretur. 
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S E C T I IL 

DE FUNCTIONE APPROXIMANTE DISSERFTUR, UBI VALORUM PRO APPROXDIATIONE 

PRO QUAYIS VARIABILI ABSOLUTA DATI SUNT 

PLURES DISCRETL 

20. 
Gum aequationes I. art. 4. siye II. art. 6. pro uno systemate valo- 
rum pro approximatione functionem tp plane determinent, sponte intel- 
ligitur, si pro pluribus. talium Taloruqi cuiusTis Tariabilis approximatio 
desideretur, fieri non posse, ut pro unoquoque systemate, quod ex illis 
formare licet, aequationibus allatis satisfiat, atque, si illi valores variabi- 
liumar^^ a:^, x^ ... x^ resp. sint numero AT,, M^y M^, •... M^ , haec syste- 
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mata ess^ numero zsi M^ . M^. Mt ..... M^. Quare cum pro singulis 
mimeris M^ etc. quilibet integer positiyus inde ab 1 substitui^ et insu- 
per prb quibusdam eiusmodi valoribus aliae conditiones (^) adiici pos- 
ainty facile perspicitur, tantam hic adesse casuum yarietatem et multitu-f 
dinem, ut nullo modo omnes complecti nec solutionem generalem ac 
completam exhibere possimus. Qiiae cum ita sint^ in hoc problemate 
resolyendo nil fieri poterity nisi ut momenta generalia ac principalia asr 
signentur^ quorum ratio singulis casibus erit habenda. 

21. 

Sint variabiles independentes x^ , x^ , x^ , .... x^, Talores pro ap- 
pro:8:imatione a^ , a^ y a^ , .... a„ , b^ , b^ , b^ , .... b„ , c^ , c^ , c^ , .... c^, 
etc. indicibus ±, 2,^^ ... w semper ad eandem Tariabilem o: relatis. 

Primo inyestigandum est^ num isti Talores indefinite combinari de- 
beant nec ne; nihilque refert^ an natura functionum y* et ip, an aliae 
conditiones appositae combinationes quasdam recusent; atque patet; has 
esse Tariationum formas ex w seriebus 

1 2 3 4 



a, b^ c. d. 
»# »# •# »» 

a. b. 



c d 



a b c d . . m . • 

resp. M^ , M^ , M^ , .... M^ elementorum, e quibus nulla existente lege, 

quae formas quasdam prohibet, manifesto conflare licet yariationum mul- 

titudinem producto M^ . M^ . M^ M„ aequalem^ uti art. praecedenti 

iam fuit indicatum. 

Quaelibet Tariatio suppeditat Talorum pro approximatione systema 

unum^ quorum, exclusis prohibitis, numerus sit M\ erit e. g. M = k, 

■ * ■ - » ■ — ■ ■ ■ ' — "— 

(*) £. g. oonditio adsit pro aliqpo yalore siye sjstemate Yalorum pro approximatione, 
ut haec sit secundi gradus; pro alio autem ^stemate lei: yaga sohimmodo exstet, ne dif- 
ferentiay*— <p quantitatpm aliquam q transgrediatur. 
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si quatuor eiusmodi yalores pro quayis independenti adsunt, omni* 
busque formis prohibitis praeter iiii^ 2222, 3333, 4444. Statim deinde in«> 
telligitur^ quodyis systema praebere inter functiones y* et ^ ad minimum 
relationem unam^ quae si erit aequatio (^), unum coefficientem fim«- 
ctionis <p determinat^ cuius autem forma hic uti in prima sectione 
aliunde data supponitur* Numeris igitur constantium functionis ^ et 
relationum, quibus aequationes nascuntur^ resp. per JV ei R designatis» 
erit generah*ter loquendo ipsius R yalor maximus = Ny et accepta functio- 
nis <p forma uti art. 7. (i. e. inlegra, rationali, n*' ordinis et (00 + i) ya- 
riabilium) iVaequalis numero "J*^' — 1, siye habetur hoc casu generaliter 

ii="7"-*' — 1. (1) 

Quodsi insuper aliae conditiones (indeterminatae) adsunt, quatenus his 
regula (1) mutetur^ non nisi casu speciali definire licet. Yerum etiam 
his praetermissis duae ab hac regula exceptiones inyeniuntur. 

I. Functiones f eX ip ita comparatae esse possunt, ut dependentis 
yariabilis yalorum, qui conspirant, numerus multo maior sit multitudine 
constantium functionis <^; quod yero cum prorsus a natura functionum 
pendeat, pestulari non potest, nam numerus illorum aequalis multitudini 
constantium reyera indeterminatarum functionem quaesitam plane deter- 
minat. — Sit e. g. 

functio absoluta ^rsz^sino: (2) 

functio approximans = Bxj + Cjr^ + Dx -4- Ejr + F (3) 

sitque per conditionem ^ CD^ + B^ F^ — BDE (*) 
et absolute ^^ 'W 

Quibus positis aequatio (3) repraesentat hyperbolamy cuius asym^ 
ptota linea — "W ^ ^^^ abscissarum x distat; quo fit, ut hyperbola li* 
neam sinuum aequatione (2) indicatam non quatuor sed innumeris pun* 
ctis secet. Nihilominus autem ob conditiones adiectas tres tantummodo 



(*) Aeqaationem e. g. non exhibet reIatio/(ai, «ic a^) ^ <p {a^^a^^ ««)<^, 

quae indeterminata nominari potei*it. 

(*) Si esset CD^+B^F-^ BDE = 0, formula (3) lineam rectam exliiberet. 
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Talores pro approxiiiiatione plane arbitrarii sunt^ quibus datis mul- 
timodis conditionibus satisfieri potest, simplicissime ponendo Z> = o, 
unde axis ipsa abscissarum fit asymptota. 

Aliud exemplum ofTerunt acquationes 
jr = atgx 
et o^A^x^ + ^JCxx^C^j^-i-Dx^Ej-^-Fy 

quarum posterior parabolam indicat. Sed eatenus hoc exemplum a priori 
differt, quod quicunqu^ quatuor valores pro approximatione (excepto 
solo X = ^^, designante ipso n numerum integrum imparem) accipian- 
tur^ intersectiones parabolae cum linea tangentium sint innumerae. 

n. Altera adest exceptio, priori contraria^ si functio <^ iam con- 
ditionem pro coefficientibus suis inYolyit, cui satisfieri saepius nequit, 
e* g. irrationalitatem ; nam haec> quanquam solummodo relationis inde- 
terminatae vice fungitur, forsan impedit, quo minus tot systematibus ex 
asse satisfieri possit, quam quibus pro numero N liceret. Deinde quo- 
dammodo casus huc pertinere videtur, quo functiones f et <p sunt alge- 
braicae et eiusdem ordinis, adiecta conditione, ut non prorsus fiant iden- 
ticae. Hic numerus systematum^ e quibus aequationes onuntur, ad mini- 
mum unitate minor ^sse debet numero"?^'^'*" — i, cui si ille aequalis esset^ 
functiones f eX tp plane fierent identicae. Sic duae sectiones conicae 
nonnisi quatuor punctis sese intersecare possunt. 

22. 

Quodsi habetur R < N , nec ah'ae adsunt conditiones aut relatio- 
nes indeterminatae, generaliter loquendo pluribus aequationum I. art. 4. 
sivell. art. 6. satisfieri poterit, e quibus praesertim eUgendae sunt, quae 
infimis potestatibus incrementorum respondent, ergo ex aequationibus I. b) 
4^=4^, -^-^rs-^, ^-4- = ^r-f etc. Numerus taUum aequationum 
est N — Ri cum quibus multimodis agere licet. Ex natura sciUcet pro- 
blematis speciahy qua pendet numerus N — R, diiudicandum erit a) pro 
quibus valoribus pro approximatione quaedam ex istis aequationibus^ 
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b) quasnam ex his pro quolibet illorum adhibere conTeniat; nam in 
eodem systemate eiusmodi Talorum magni saepe momenti esse potest, cu-- 
iusnam maxime variabilis absolutae respectu habito functio approximans 
ad absolutam f accedat. Designanlibus e. g. ipsis f et f superficies 
quasdam machinae alicuius in pimctis, quae respondent valoribus a:=ia^ 
et a^f j^ = b^ etb^y sese tangentes, moveatur utraque eadem celeritate in 
directione abscissarum a; , sintqiie momenta in puncto coordinatis a^yb^ 
respondente aliis maiora; tunc ad augendam, quatenus ex adhaesione 
oritur, frictionem^ quae impediat dato tempore, quo minus altera su- 
perficies moyeatur^ facere potest, ut contactus in puncto coordinatis 
a^, b^ respondente, quam maximus reddatur, praecipue respectu ipsarum 
Xy 'etiamsi contactus in reliquis punctis primum tantummodo gradum 
assequi possit. Aliud exemplum astronomia suppeditat^ quoties ad com- 
putandum phaenomenon quoddam orbitae corporis coelestis verae ap- 
proximata substituitur^ maximaque approximatio pro medio phaenomeni 
desideratur, quae vero hoc casu praesertim scite eligendis Taloribus a^,a^' 
obtinetur; e. g. dum eclipsis secundum proiectionis melhodum calcu- 
latur, pro duobus temporibus loca corporis obscurantis (lunae) requi- 
runtur, quibus deinde orbita rectilinea superstruitur, tempora autem illa 
generaliter ita eliguntur, ut, quantum praespici possit, momentum con* 
iunctionis in ascensione recta ab utroque tempore eodem intervallo 
distet (*). 

Supra dictum est :* generaliter loquendo existente R< N pluribus 
aequationum I. vel II. satisfieri posse, nam casus dantur, quos excipi 
oportet, uti in exemplo primo art. praecedentis , existente aliquo valo* 



(^) Inter plura opera, quae de hoc argumento occasione magnae eclipsis solis anni 1820 
prodiere, dissertatio inauguralis cel. Gerling praecipunm locum tenet, qua plures me- 
tfaodi celeben*imi Gauss huc spectantes expositae sunt. His aliisque a maximo praeclaris- 
aimoque hoc geometra benignissime communicatis, nec non subsidiis, quae looorum vici- 
nitas subministravit , autor huius opusculi usus est calculans hanc eclipsin pro pluribus 
proyinciarum Rhenanarum et Guestphalicarum locis. Rheiniseh-Westphdlischer An^ 
ze/ger 1820. No.69. 
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Fanur^ ,• a^ etc. = {^—^) ^* pro quo primae ilbrum aieqiiationum (gj«=^V 
ttiillo modo responderi potest> nkli cooditio, ut abscissarum axis sit p»- 
rallela asymptotae, delealur; nam posito x = y^ — W, tangens lineae si^ 
niinin est aixi']Ui, et liinc 'asymptotae parallela; liyperbolae autem 
nuUn datur.langens asyiid.ptolae.parallela, quippe quae ipsa est eo modo 
Unies tangentiumy ut nuUa ^xslet angulum tam acutum cum axi hyper» 
bolae efficiens. 

23. 

Problema huius sectionis si ita enunciatur : assignare functionem ^, 
quae pro iisdem independentium Valoribus cum M datis Taloribus alius 
functionis y*xx)nspiret, simplicissime ope formulae interpolationis solvi- 
tur^ quam CU.-Lagrange et Gaufs exhibuerunt (^). Quo casu, nuUia 
prohibitis Tolorum pro approximatione combinationibus, habetur 

M=M, . M^.M^ M„, 

ac functionis quaesitae ordo n = 

(M,-i),(M,-i).{M,-i).. (M^-i). 

Insuper haec formula ea proprietate gaudet^ ut, quamquam nulli aequa- 
tionum I. art. 4; (omissa scilicet primay*= ^) pro aliquo valore inde- 
pendentium ex asse satisfacit^ omnibus tamen pro M valoribus indi-* 
catis eatenus respondeat^ quod utraque functione secundum dimen- 
siones independentium evoluta, termini easdem potestates earundem Ta- 
riabilium inYoWentes plane conspirent^ quatenus hi termini functioni ^ 
insunt; imde sponte intelligitur, terminum, inde a quo variabiles com- 
putantur, additione vel subtractione idonearum constantium^ ita sta- 
tuendum esse^ ut^ quantum fieri potest, medius sit inter valores pro 
approximatione. 

Praeterea cum formula interpolationis capite II. fusius erit per- 
tractanda^ hic ei nou amplius immoremur, observantes solununodo> hu- 



(^) Journal deT^le poljtechnique cahiers 7 et 8. (1795 L.) 1812. Gommentatioiies 
Soc Reg» Gotting. recenttores» Vol. UI« Methodua noya etc. Yide cap. II. 

I 
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ipt sectionis appliefttioiicm cbntinerf doctrinam de intersectioBe linea- 
rwapL et 8uperficieFum cmtrarum, si interseoticlni^ puncta tcI lineae data 
ftUf^nuntuT;. 

.SuperAcies enim hoc fasu ncm solum ' singulis jranctis sed lineia 
pterumque sese secaliunt^ iunde universi comptexus valorfun indepen- 
denljiuin eadem approximatione.gattdentes aderunt* Quae quomodo in- 
veniri possint, capite 111*^ erit indicatum. 



Getenim cnm haec «ommentationis pars prior academicae disaer^ 
tationis vioe fungitur, ne buius j^nes solitoi transgi>ediaimurv reliqudrum 
oapitum es.positionem ad alian occasionem reservamu^^ totius Terp com« 
mentationis snmmarium bic apponimus* 



j«MsJMM>9«f>CMM>MM\N 
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variabili absoluta (ab o: = a usque ad o; = 3). 
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ipsius o\«^J(^. *+T^-T7+ V +-8^^-71::::^) ^^ ^"^^^ 

I 

ex quavls aequatlone -^^ a tot aequationes , quot ei insunt potestates ipsius 
k^ ergo m+jui aequationes, quia ipsum k est arbltrarium; combinandae sunt 
omnes ex S2 et S2' ei^go — m* -f- -7- -I- 1 aequationes secundum minimorum 
quadratorum methodum. Aequationes redduntur simpliclores 1) evolvendo 
integralia, 2) colllgendo coefficienles Ipsius A^ \ formae aequationum genemles* 
Integralia cum sint definita, Gaussiana methodo invenlrl possimt; alj^rith* 
mus; ad quotientes dlfTerentiales , qul per reducUones indicatas integralium 
locum tenent, methodus haec iacile extenditur. Funetionis ^ hinc prodeun- 
tis error maximus et praecisio. 

CAP. m. Daia utraque Jiinctione quaeruntur valores pro approximatione (*). 

' Brethbdus de maxlmls et mlnlmls solutionem praebet generalem, modo valor 
minimus non ipslus u sed ipslus u^ sive generaliter poteslatls u*'^ quaeratur. 
Aequationlbus u ^ — « 0, u ^ — « etc. quae hinc prodeunt, satisfit : 

(*) Prob.3. arl.3. 
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1, Ponendo u >■ siye jT >■ ^ ; obtinetiir aequatio conditionalis f{Xi^x^^ xj) 

mm^{Xi^X2t .•.•ar«,),dum ipsaezet C ex aecpiationibus datis jP(^, x^ ,ars, .,.xj) 
«■Oet 4>(^,ar|, X2,.««xja0, eliminantur. Eliminationis methodus generalis, 
nisi hae aequationes algebraicae snnt, assignari necjuit ; oel. Bezout methodus 
pro numero aequationum quolibet^exponitur, adiectis cel. Euler calculi oom- 
pendiis pro M^2. 

n. Aequationibus u-g-^«0, "-3— =0 «^* satisfit ponendo -^^ = 0, -^ 
8 etc. ; quibus an prodeat valor ipsius u minimus casu speciali inuesti- 
gari oportet, qua in re pro numero yariabilium maiori methodus adhiberi 
debet similis ei, qnae art. 182. Theoriae motus (supracap.II-) exposita est. 

Prablema: invenire intersectiones et contactus linearum et superfide-^ 
rum, huc spectat; annotationes quaedam de hoc aif;umento. 

CAP. IV . Data funclione approximanti (f> quaerilur absolutafeiL <pj ^ etc. (*) 

Expositio huius argumenti generalis; methodus tangentium indirecta, figurae 
involvenstes (enveloppes). 

GAP. y . Belathnes quaedam singiJares inter ffX ^. 

£(«)/• L{y^) f^ 
1« Integrale. I I F{x^) 'dx dj^, est limes sumipae 

L{xi)J Hyx)J 

(/?--l)X (^-1) S jF(Z(x1) -i-m*, X(^l) + /»/) */ 

cresceuUbus ipsis -p et ^ , ac positis k =» — i — L — \—L. ^ / as ->L-Z SsL^, 

2. Existente AjP semper minore quam maximus et maiore quam minimus valo- 
mm, quos recipit functio f substituendo pro unaquaque variabili eandem suo 
incremento auctam, in quibuscunque sit cOmbinationibus, erit -^ ^f ubi 

diVssdxi.dxs djr«; demonstratur hoc theorema tribus modis, scilicet 

secundum ill. Lagrange et cel. Grelle et autoris methodum. 

Facillime hinc deducuntur formulae rectificationis , quadraturae et cnba- 
tnrae. Forma curva cum rectilinea re^. planis indusa quoad aream resp. 
volumen directe oomparari potest, quoad longitudinem vero resp. aream super^ 
fidei nequity nisi statuitur medium quoddam comparationis ; expositio huius 
medii. Sponte hinc sequuntur formulae 1) curvarum rectificationis, 2) super^ 
ficierum quadraturae, 3) curvarum quadratui*ae, et 4) cubaturae. Artificia prae- 
cipua in inveuiendis integralibus, quae in his formulis oocurrunt. 

(*) Prab. 3. art. 3. 
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VITAE CURRICULUM. 



E. J. G. F, Ghristianus de Riese natus snm die \i. Dec. mdcgxg, 
pntre carissJmo principi serenissimo x Salm-Hoe$tma« a consiliis intimis, 
matre dilectissima ex gente Machenbauer. 

Yix e pueritia excedens, in qua humanioribus^ ut fieri solet, par- 
tim in schblis publicisy partim Goesfeldiae institutionibus privatis for- 
mabar, ad matheseos elementa nullo, quod dolebam, duce peritiori ani- 
mum appuli; nec minus, postea cum, ut studia iuridica et cameralia ex» 
colerem, anno 180^ in uniTersitate litteraria, ^uae eo tempore Mo* 
nasterii Tigebat^ et inde a mense Aprili anni 1811 (per semesti^e enim hi- 
beraum in cadastro geomctrae munere functus eram) Giessensi commoratus 
8um, omne otium et, quantum licuerat, tempus mathesi et physicae di- 
cata fuerunt, in quibus ut procederem, Monasterii institutionibus pro- 
fessoris iam beati Goertz in quasdam matheseos particulas et deinde in 
academia Giessensi omnibus clarissimi Sghmidt praeleclionibus interfui^ 

Subito autem auno 1813 stadia interrupta sunt; quamvis enim iam 
prius officiis militaribus;! quae hoc tempore unicuique a novo dynasta 
iniungebantur^ satisfecissem, nihilomnius tamen a praefeeto Franco-Gallico 
iussus sum^ dom.lim redire, qui in legionibus sic dicXis Garde d*hQnneur 
fltipendium nererer. Gui vero iussui quo minus responderim, impeditus, 
hostibus eiectis statim sub svgnis Borussicis militaTiy mense Maioanni 1814. 
expediens in belli commissariatu terliae exercitus partis Tocatus. 

Bello finito quum reges principesque, qui de Germaniae statu decer- 
nerent, Vindobonae conTenissent, patrem^ eo tempore plurium principum 
negotia gerentemj^ in praeclaram hanc urbem et istinc Berolinum, secretarii 
Tice fungens, sum secutus, et negotiis peractis assessor camerae nominatus. 

Initio deinde anni 1817 Serenissimus princeps ▲ Salm^Hohstmab 
consiliarium concIaTis (Kabinels-Baih) me appellaTit, quem Gottingae 
eum sequi, nec non cum eo praelectiones frequentare et repetere simul 
iussit. Quod cum maxime ansam mihi dederit^ studia dilecta excolere. 
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fnictutf, quantum liceret^ percipere ex hac litterarum sede^ summo opere 
summaque cura nisus sum^ ipsis quodyis tempus ac otium peractis mune- 
ris officiis impendens. Id quod si quodammodo successerit^ celeberrimis 
Tiris Thibaut, Mayer, Hausmanic et Stromeyer, praesertimque summo ac 
praeclarissimo Gauss sempitemo obstrictus maximas gratias debeo. 

Sesquitertio postea anno cum Goesfeldiae reversus essem, plura impe- 
diierunt, quo minus desiderio matbeseos et physices studii, uti cupiebam, 
satisfacere possim. Verumtamen duo fuerunt problemata grayiora, quo- 
rum solutioni praecipue incubui ; alterum scilicet circa longitudines quo- 
rundam arcuum e duobus circuUs sese tangentibus alterius radio libscis' 
sorum^ cuius problematis solutio directa et generalis magnis difficulta- 
tibus premitur, indirecta autem satis expedita egregiae solutionis^ quam 
cel. et unicus Gauss de Kepleri problemate dedit, amplificatione quadam 
guccessit. Alterum problema eo consistit^ indicare Goniometrum^ cuius 
ope pro crystallis, quorum plana laevitatem habent specularem, praeci- 
sionem usque ad pauca minuta secunda, pro ahis vero crystallis eius- 
modi planis non praeditis ad prima attingere liceat. Huius deinde pro- 
blematis solutio societati Gottingensi amicorum rei metallicae peritorum^ 
qui socium me cooptarant, tradita est. 

Inde a medio fere anno praeterlapso cum Berolini morari conces- 
sum mihi esset> in mathesin et phjsicam operaiu navaYi^ haud parum 
adiutus a clarissimis professoribus Ermait, Dirkseih et Mitsghbrlich , qui- 
bus plurimum debeo. Deinde a primis huius anni mensibus negotium fuit, 
(omissa scilicety quam in mente habui, de calore disquisitione) de duarum 
functionum approximatione tractatum conscribere^ cuius partem priorem 
in dissertatione praecedenti^ totius autem summarium ad huius calcem 
annexum invenitur. 

Princeps denique Serenissimus supra laudatus pro administrandis 
iuribuSy quae sibi ex decreto conyentus Vindobonensis nec non ex Regiis 
edictis d.d. 21"* lunii 1816 et 30-* Alaii 1820 competunt, a consihis re- 
giminalibus me designayit. 
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T H E S E S. 



i)M« 



Lechanica pertinet ad mathesin puram. 

2) Phaenomena caloris m^>e dynamice explicari neqnomt« - • 

3) Ad explicanda omnia luminis phaenomena theoria undiilationis 
CL Young et GL Fresnel quodammodo adhuc transformanda est. 

4) Totius rigidae superficiei terrae formatio ex theoria, quam di- 
cunt Neptunismum, derivari nequit. 

5) Quod pulchrum dicitur in liberalibus artibus, praecipue in mu- 
sica et architectura , generaliter loquendo eo redit, ut omnes 
vel eae certe, in quibus obiectum pro})ositum praesertim ver- 
titur, relationes facile detegantur. 

6) Ab anorganicis ad organic*^ nullus est transitus. 
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